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Dokazovanje z metodo supozicije

1. Osnovna dejavnost v matematiki je dokazovanje. Pri dokazovanju izhajamo iz Ze
znanih izrekov in nato izpeljujemo nove in nove matematiéne resnice. V tej smeri seveda
ni konca, vedno se da formulirati novo trditev, ki jo je treba dokazati. ‘Kaj pa v obratni
smeri? Pri dokazu vsakega izreka se sklicujemo na Ze dokazane izreke in teh je seveda le
kon&no mnogo. Tako pridemo do prvega dokazanega izreka. V tem prvem dokazu se lahko
sklicujemo le na trditve, ki smo jih privzeli brez dokaza — to so aksiomi. Naslednja stvar,
ki jo je treba omeniti, pa so pravila sklepanja, ki jih pri izpeljevanju uporabljamo. Le-ta
imajo obliko

uporabljamo pa jih takole: Ze smo ¥e dokazali izreke Ai, ..., An, potem lahko k teoriji
dodamo nov izrek B.

Seveda pa se vse, kar je v zvezi z dokazovanjem, tudi zapisuje, to je, dogaja se v okviru
nekega jezika.

Ce torej ¥elimo opredeliti pojem dokaza ali pojem dokazane trditve, moramo:
— opisati jezik, v katerem bomo izrazili nago teorijo,

~ nasteti vsa pravila sklepanja, ki jih smemo uporabljati,

— izmed trditev izbrati nekatere za aksiome,

— e imamo tudi definicije, moramo formulirati njihovo konstruiranje.

Vse, kar smo do sedaj nasteli, nam Ze namiguje, da ne bo mogo&e opredeliti najbolj
splodnega pojma dokaza v matematiki, pa& pa bomo skugali opredeliti pojem dokaza za
kakgen majhen del matematike, to je, za kakgno enostavno matemati&no teorijo.

2. V tem sestavku se bomo ukvarjali z lastnostmi negacije in implikacije ter z njunimi
medsebojnimi odnosi. Tej teoriji bomo rekli izjavni ra&un.

Da bi lahko opisali jezik, moramo najprej nasteti znake, ki jih lahko uporabljamo:
- znaki za izjavne spremenljivke so: p, q, r, 5, ¢, u, v

- znak za negacijo: N

- znak za implikacijo: C

Vsakemu konénemu zaporedju znakov pravimo izraz. Med izrazi bomo izbrali nekatere,
rekli jim bomo formule, ki ustrezajo stavkom v pogovornem jeziku:
a) Vsaka izjavna spremenljivka je formula.
b) Ce je izraz A formula, potem je tudi izraz NA formula.
¢) Ce sta izraza A in B formuli, potem je tudi izraz CAB formula.
d) lzraz je formula, Ze je dobljen po kon¥nem Stevilu uporab totk a), b)in c).

To, da piSemo znak za povezavo pred obema argumentoma, imenujemo poljska no-
tacija, ki jo je prvi uporabljal Lukasiewicz. Formulo ”Np” preberemo ”ni res, da p” ali
“ni p”. Formulo "C'pq” preberemo ”ée p, potem ¢q”.
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Zdaj Zelimo dosedi, da bo moZno dokazovati v nasi teoriji formulo CpCCpqq takole:

Recimo, da velja p. Pritej predpostavki privzemimo Se, da velja Cpg. Od tod sklepamo,
da velja ¢q. Ker pri predpostavki Cpq velja ¢, velja CCpgq. Iz p torej sledi CCpqq, zato
velja CpCCpyqq.

Ta dokaz bomo v formalizmu zapisali takole:

1 .p PR (predpostavka)

2 .Cpq PR

3 ..¢q EC 1,2 (vrstica 3 sledi iz vrstic 1 in 2 z opustitvijo —
Eliminacijo — znaka C)

4 . CCpgq IC 2,3 (vrstica 4 sledi iz vrstic 2 i in 3 po praV||u uvedbe -
Introdukcije — znaka C')

5 CpCCpqq IC 1,4

Pika (oziroma pike) pred formulo zaznamuje odvisnost formule od predpostavke, ki to
piko uvaja. Formule, ki nimajo nobene pike, so dokazane; formule, pred katerimi je ena
pika, veljajo pri pogoju, da velja predpostavka, ki to piko uvaja. Formule, pred katerimi je
n pik, veljajo pri pogoju, da veljajo vse predpostavke, ki uvajajo 1, 2, ..., n pik. Formule,
ki imajo pred seboj n pik, imenujemo domena predpostavke, ki prva uvaja n pik. For-
mule, ki imajo n — 1 pik pred seboj, sestavljajo neposredno naddomeno, formule z n + 1
pikami pred seboj pa neposredno poddomeno formule, ki uvaja n pik. lzraz poddomena
(oz. naddomena) je rezerviran za mnoZico formul, pred katerimi je ve&je (manjge) Stevilo
pik kot pri dani predpostavki. Formula, ki velja v naddomeni, velja tudi v poddomeni.

V zvezi z negacijo bomo uporabljali 3e naslednjo obliko pravila reductio ad absurdum:
&e v domeni predpostavke N A veljata formuli B in N B, potem izjava A velja v neposredni
naddomeni predpostavke N A.

Tako dokaz formule CCNpN qCqp izgleda takole:

1 .CNpNyg PR

2 .q PR

3 ... Np PR

4 . Ng EC 3,1

5 ..p - . EN 3,2,4(vrstico 5 smo dobili iz vrstic 3,2'in 4 z
ehmmacuo negacije)

6 .Cqp ) I1C' 2,5

7 CCNpNqCqp IC' 1,6

(Pri pravilu reductio ad-absurdum sklepano z NP na p, to je, pri sklepu eliminiramo
znak N, zato oznaka EN).

Pravili opustitve (eliminacije) in uvedbe (introdukcije) za implikacijo formuliramo takole:

a) Ce veljata A in CAB, velja tudi B. Stevilo pik pred formulo B je enako ve&jemu od
Stevila pik pred formulama A oz. CAB.

b) Ce v domeni predpostavke A velja formula B, potem lahko dodamo formulo CAB v
neposredno naddomeno predpostavke A.

Sedaj lahko opredelimo pojem dokaza za naZo teorijo: dokaz je zaporedje formul, vsaka
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izmed njih je predpostavka ali pa je dobljena iz predhodnih formul z enim od treh opisanih
pravil sklepanja. :

Ce je zadnja formula veljavna v niZelni domeni (v domeni brez pike), re€emo, da je
dano zaporednje dokaz te zadnje formule. Formula je dokazljiva, & obstaja kak¥en dokaz
zanjo.

Analiza dokaza, oznaZba vrstic in pike niso del dokaza, pa& pa taken zapis poveduje
preglednost in razumljivost dokaza.

Zanimivost tega sistema je, da nima aksiomov.

Ta sistem je izdelal poljski logik Stanislaw Jaskowski leta 1926, katerega je na natin
sklepanja opozoril Jan Lukasiewicz. V prvotni obliki sta zgornji izpeljavi izgledali takole:

CNpNq
q
CNpNg
Ng
p CNpNgq
N
Cpq 1
p q
q p
CCpqq CqP
CpCCpqq CCNpNgCgp

U v )

Nekateri izrazi, kot so ‘p’, ‘¢’, 'CNpN¢’', ki so zapisani zunaj nekega pravokotnika,
so bili zapisani ponovno znotraj pravokotnika, kar se je z dopolnilom pravil pokazalo za
odveé. Seveda pa pravokotniki lepo ponazarjajo domeno predpostavke.

Dopolnimo naslednje dokaze z analizo ali manjkajo&imi formulami:

a) 1 .NNp ? b) 1 ? PR
2 ..Np ? 2 ? PR
3 ..Np ? 3 ? PR
4 CNNpp ? 4 ? EN 3,3,2
5 ? EN 2,1,4
6 CpNNp IC 1,5

a} Za prvo in drugo vrstico je razlaga PR, saj uvajata pike. V domeni predpostavke
Np(2) veljata tako Np(2) kot NNp(1l), zato je razlaga za tretjo vrstico EN 2,2,1,
Eetrta vrstica uvaja znak C, zato IC 1,3.

b) Sesta vrstica nam pove, da v prvi oz. peti vrstici manjkata 7. p” oz. 7. NNp”. Peta
vrstica nam pove, da imamo v drugi vrstici . . NN Np” in da je &etrta vrstica negacija
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prve, to je ”. . Np”, mora pa imeti dve piki. Tretja vrstica ima.tri pike; ker vsaka
predpostavka uvaja dodatno piko, formulo pa dobimo iz formule druge vrstice, &e ji
odstranimo en "N”: ”. .. NNp”. o T '

V nagem sistemu (sistem naravne dedukcije, ki ga je uvedel poljski logik Stanislaw
Jaskovski) smo imeli tri pravila sklepanja, oziroma 8tiri, &e ratunamo $e uvedbo pred-
postavke. Lahko bi dodali &e kaksno pravilo. To bi skrajdalo nekatere dokaze. Zanimivo
pa je, da Ze s temi pravili lahko dokaZemo vse tavtologije, v katerih nastopajo le negacije
in implikacije. Temu pravimo, da je na¥ sistem popoln. Obratno, da lahko dokaZemo le
tavtologije, pomeni, da je na$ sistem zdrav ali konsistenten.

Regimo %e naslednjo nalogo: Imamo tri ljudi. Vemo, da je kvecjemu eden od njih
laznivec, to je, da se véasih tudi zlaje. PokaZzimo, da lahko z vprasanjem ”Ali je prvi
resni¢nik?”, ki ga postavimo drugemu, najdemo ¢loveka, ki vedno govori resnico. .
Kako bi formulirali problem samo z negacijo in implikacijo? Najprej uvedimo okrajSave:

p = Prva oseba je resniénik.
g = Druga oseba je resnicnik.
r = Tretja oseba je resni¢nik.

Kako bi zapisali dejstvo, da je kve&jemu eden laZnivec? Sestavili bi ga iz treh oz. Sestih
pogojev: Ce je i laznivec, potem j (i # j) ni laznivec:

CNpq, CNpr, CNgp, CNgr, CNrp, CNrq.

Ce sedaj drugega &loveka vprasamo, ali je prvi resni¢nik, imamo dve moznosti:
a) da refe "da”, tedaj vemo Se Cqp;
b) da re€e "ne”, tedaj vemo e CqNp.

Vse te formule imajo vlogo aksiomov in so veljavne v vsaki domeni.

1 Cgp odgovor “da”

2 CNpq eden od pogojev naloge
3 .Np PR

4 . q EC 3,2

5 .p - EC 4,1

6 p EN 3,5,3

V tem primeru je prva oseba resni¢nik.

Sklepanje v drugem primeru je takole:

1 Cg¢Np odgovor “ne”
2 CNrp pogoj naloge
3 CNrg pogoj naloge
4 . Nr PR

5 .p EC 4,2

6 .g¢ EC 4,3

7 .Np ECT,1

8 r EN 4,5,7
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V tem primeru je tretja oseba resni&nik.

Vaja: Zadnja dva dokaza prevedi v pogovorrﬁ Jezik.

Naloge

1) Dopolni dokaze z analizo:

a) 1 .p ? b) 1 .p ? ¢) 1 .p ?
‘ 2 ..Cpq ? 2 ..p ? 2 .Np ?
3 .9 ? 3 . Coqp ? 3 . Ngq ?
4 . CCpqq ? 4 CpCqp 7 4 . .q¢ - 7
5 CpCCpqq 7 5 .CNpq ?
6 CpCNpq 7
2) Dopolni dokaze
a) 1 .Cpg PR b) 1 7 PR
2 7 PR 2 7 PR
3 7 PR 3 7 EC 2,1
4 7 EC 3,1 4 7 EN 2,3,2
5 ? EC 2,4 5 CCNppp IC 1,4
6 7 I1C 3,5
77 I1C 2,6
8 CCpeCCqrCpr IC 1,7
¢c) 1 .CNpNCrNNr PR
2 ..Np PR
3 7 EC 2,1
4 7 PR
5 7 PR
6 ? PR
7 7 EN 6,6,5
8 7 EN 5,7,6
9 7 IC 4,8
10 .p EN 2,9,3
11 CCNpNCrNNrp IC 1,10
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