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Diofantske enacbe

Kadar moramo poiskati celoStevilske reditve enatbe s celostevilskimi koeficienti, pra-
vimo, da imamo opravka z diofantsko enacbo. S tak3nimi problemi se je prvi ukvarjal
gréki matematik Diofant, ki je Zivel okoli leta 250 po naSem Stetju.

1. Poiséi celostevilske resitve enabe 3z — 8y = 29.
RegSitev: Oglejmo si, kako bi nalogo refeval veliki 3vicarski matematik L. Euler (1707
- 1783). Bistvo njegovega postopka je, da se tista neznanka, ob kateri je koeficient
absolutno manjsi, izrazi z drugo neznanko. V naSem primeru re$imo po z:
_ 8y+29
T=—a

Ulomek na desni zapiemo v obliki celega dela in ulomka:

9y + 2
T=2+9+ y;’ .

Da bi bilo z celo $tevilo, mora biti -2—3&2 celo $tevilo, to je
2u+2=3t,

kjer je t celo Stevilo. To pa je spet diofantska enaba, le da je koeficient ob y-v njej
absolutno manj&i, kot je bil v prvotni enabi.

Ponovimo postopek na novi ena&bi:
_3t=2 t

S —t—14-.
Y 7 l+2

Da bi bilo y celo $tevilo, mora biti ¢ = 2v in v celo Stevilo.

Izrazimo najprej y nato pa e ¢ z v pa dobimoy=3v—1inz =8v+T.

2. DokaZi, da enagba 12z + 15y = 20 ni resljiva v mnoZici celih Stevil.

Resitev: Ce bi enaZba imela reditev v mno¥ici celih Stevil, bi bila njena leva stran
deljiva s 3, desna stran pa ni deljiva s 3. To ni mogoge. )
Velja izrek (glej ): Enacba az + by = c je resljiva v celih tevilih natanko tedaj,
kadar je stevilo ¢ deljivo z najveéjim skupnim veckratnikom sStevil a in b.

3. Resi diofantsko ena&bo 103z + 107y = 0.
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Resitev: Konstantni Elen te enalbe je enak 0. TakSnim enatbam pravimo homogene
enatbe. Homogena ena&ba ima vedno refitev (0, 0) Lahko bi uporabili Eulerjev
postopek, vendar je laZje uporabiti izrek (glej [1]):

Enacba ax + by = 0 ima za resitev vse pare x = %t Yy
najvecji skupm delitelj stevil a in b.

= —%t, kjer je d = D(a,b)

Ker je v nasem primeru- d = 1 (zakaj?), je resitev z = 107t y= —105t t pa preteée
vsa cela Stevila.

4. Resi enatbo bz — 2y =17.
Reditev: ¢ = 2t +1, y =5t — 1.

5. Marko je bil leta 1994 star toliko, kot zna%a vsota $tevk njegove letnice rojstva. Koliko
je danes star Marko?

Resitev: 26 let.

6. PokaZi, da sistem c+y+z=100

2z + 3y + 4z = 200

nima nobene reSitve v pozitivnih celih 3tevilih. Koliko reSitev ima v nenegativnih Stevilih?
([1], str. 57).

Resitev: Izrazimo z iz prve enalbe, tako da dobimo z = 100 — z — y, in ga vstavimo
v drugo ena&bo. Po ureditvi dobimo:

2z +y = 200.

Potem je y = 200.— 2¢ = 2(100 — 2), z = £ — 100. Vidimo, da je y > 0 natanko
tedaj, kadar je z < (. NeniZelna reditev je samo z = 100,y =0, 2 = 0.

7. Pri katerih celih Stevilih a ima sistem
2z -3y+az=0
—4xr+6y+82=0

celo3tevilske reditve?

Resitev: Gre za homogen sistem enacb, ki ima gotovo vsaj tr1v1alno resitev, kot
pravimo resitvi (0, 0, 0).

i) Ce je a = —4, druga enaZba ni ni¢ drugega, kot prva, pomnoZena z —2. Zato

Je ena enatba odvet. lzrazimo z iz prve in dobimo ¢ = y+2z+%. Potem mora

biti y sodo, to je y = 2¢, z je poljubno celo &tevilo, z = 3t + 2z. Reditev je
odvisna od izbire dveh $tevil (¢ in z), zato pravimo, da imamo dvoparametrino
reditev.
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it) Naj bo a # —4. Vstavimo —4z 4 6y =
Tako dobimo:

—2(2z — 3y) = 2az v drugo enatbo.

2az+82=10
z(a+4)=0

Ker je a razliten od —4, je z = 0. ReSitev enagbe 2z — 3y = 0 pa je z = 3¢,
y = 2t, kjer parameter t prete€e mnoZico celih tevil.
Opomba: V primeru i} smo dejansko imeli samo eno enagbo in tri neznanke, zato smo
imeli dvoparametri€no refitev. V primeru ii) pa smo imeli dve enaZbi in tri neznanke,
zato je bila reditev enoparametriéna. SploZno pravilo pravi: Ce imamo m enacb in
n neznank, kjer je m < n, potem lahko m neznank izrazimo z preostalimi n — m
neznankami. Lahko pa se zgodi, da sistem sploh nima resitve.

8. Zakaj sistem rtytz=1

z+y+z=2

nima reSitve (je protisloven)?

Resitev: Ce bi obstajala Stevila, da bi bili izpolnjeni obe enatbi, bi sledilo 1 = 2, kar
Je protislovje.

9. ZakaJ ima sistem rtytz=1

20+ 2y+22=2

dvoparametri€no reSitev in ne enoparametriéno, kot bi priakovali na osnovi splo¥nega
pravila?
Reditev: Druga enaZba ne prina%a nobenega novega podatka, saj sledi iz prve. Tu
imamo v bistvu le eno enalbo. Podobno imamo v sistemu ¢ +y = 2, 2 —y =
0, 4z — 2y = 6 samo dve neodvisni enagbi. Ce prvo pomno%imo s 3 in dodamo
drugo, dobimo tretjo enacbo.

10. Uporabimo sedaj nade znanje pri reSevanju kemijskih enaZb (glej [2]). Poiskati moramo
reakcijske koeficiente posameznih kemijskih snovi, ki nastopajo v reakciji:

T BG(OH)Q +y H3PO4y— 2 B(13(P04)2 + v HO

Regitev: Pogoj, ki ga moramo upostevati, je, da je Stevilo atomov posameznega ele-
menta na levi enako Stevilu na desni. Imamo 4 elemente: Ba, O, H, P. V reakciji
nastopata dva reaktanta in dva produkta, neznanke z, y, z, v predstavljajo Stevilo
molekul teh snovi.
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Za Ba velja: (1) x =3z
Za O velja:  (2) 2e+4y=8z+w

Za H velja:  (3) 2¢43y=2vw

Za P velja:  (4) =2z
Ta homogen sistem diofantskih enath najlaZje refimo tako, da neznanki z in y,
izraZeni z neznanko z v enaZbah (1) in (4), vstavimo v (2) in (3). Tako dobimo
(2') 6z+8z=8z+wv in odtod v = 62
(3') 62+ 6z =2v in odtod v = 62
Vidimo, da je ena od zadnji dveh enadb odveg, saj je izpeljiva iz ostalih. Ce vzamemo
z=1, dobimo z =3, y = 2, v = 6. Kemijska enatba se torej glasi:

3 Ba(OH)y + 2 H3PO4 — Bas(PO4)s + 6 H20

(koeficienta 1 ne pi¥emo).

Kaj bi se zgodilo, & nobena enatba ne bi bila izpeljiva iz drugih? Matematitno
gledano bi imeli samo trivialno reditev in nobene reakcije.

11. Pois&i reakcijske koeficiente naslednjih reakeij:

(a) P013+H20—>H3P03+HCI

(b) CyHg+ Oy — CO + H20

(¢) Cu(NO3)2+ Nal — Cul+ 1+ NaNO3

(¥) HCl+ KMnO4 + HoC204 — CO2 + MnCly + KCl + H20

Odgovori (koeficienti po vrstnem redu snovi v enagbi):

[1] J. Grasselli, Diofantske enacbe, DMFA Slovenije, -Ljubljana 1984.

[2] B. Ceh, O urejanju kemijskih enacb nekoliko drugace, Kemija v ¥oli, April' 1993,
str. 12-16.

Izidor Hafner

BESEDNA ANALIZA

SLOVENSKI SLOVNICNI PREGLEDOVALNIK

Psevdokemijske enacbe , 25

Psevdokemijske enacbe

Pri urejevanju kemijske enaébe, kakr$na je npr.
FeSy + 0y — FeaOs + SO»

moramo dolog&iti neznanke z, y, z in w v ena&bi
& FeSy+yOy — z FeyOsz + w SO,

tako, da bo %tevilo atomov posameznega elementa na levi in na desni enako.. Pri tem
moramo poiskati reditev, v kateri nastopajo-najmanj$a naravna %tevila. Pogoji so

Fe: z =2z

S 2z=w

O 2y=3z+2w .
Druga enagba nam da w izraZen z z, prva pa z izraZen z z. Tako je w = 4z in e gremo
v tretjo enatbo, dobimo 2y = 3z + 8z = 11z. Najmanj8a reditev je 2 =2, y = 11, w =8
in £ = 4. EnaZba reakcije se torej glasi:

4FeSy+ 1105 — 2 FesO3 + 8 SO»

Da ne bi bili preve¢ vezani na kemijo, predpostavimo, da imamo elemente: A, B, C, D,
E..., ki tvorijo spojine, mi pa moramo urediti enalbe, ki jih bomo zapisali kar z enakostjo.

1. Uredi enagbo
A7BgCqy + Cy = ACy + B2C

ReSitev: I5€emo naravna Stevila &, y, z in w, tako da bo izpolnjena enadba:
z A7BgCo+ y Co = 2z ACy + w BoC

Izenadimo $tevilo atomov posameznih elementov na levi in na desni:

A: Tz =z

B: 6z = 2w

C:2z+2y=2z+w
Iz druge enatbe je w = 3z. Vstavimo to in z.iz prve enatbe v tretjo 2z 4 2y =
14z + 3z pa dobimo 2y = 15z. ReSitevje z =2, y = 15, z = 14 in w = 6. Enatbha
reakcije se glasi:

2A7BsCo+15Cy =14 ACy + 6 B,C

2. Uredi ena&bo

A3(BC4)2 +DCy+E=ADC3s+ EC + By
Odgovor: 2 A3(BC4)a+6 DCy + 10 E =6 ADC3 + 10 EC + By




