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Sintetiéna in analiticna
metoda resevanja logicénih
nalog

Sinteza pomeni ustvarjanje sestavljenih objektov iz enostavnejsih, analiza pa razstavljanje
sestavljenih na enostavne. Torej sta to dve nasprotni operaciji.

Oglejmo si naslednjo znano logi¢no nalogo. Andrej, Boris in Cene so bili osumljeni nekega
kriminalnega dejanja. Na sodiS¢u so dali tele izjave:

Andrej: »Boris je kriv, Cene pa ni.«

Boris: »Ce je Andrej kriv, potem je tudi Cene kriv.«

Cene: »Jaz nisem kriv, toda vsaj eden od drugih dveh je kriv.«

Kdo je kriv, ¢e so bile njihove izjave pred sodnikom resni¢ne?

Za atomarne (enostavne) bomo vzeli naslednje izjave, ki jih bomo oznacili s ¢rkami A, B in
C:

A = Andrej je kriv. B = Boris je kriv. C = Cene je kriv. Ce uporabimo simbole A, v , —
(=), 7 za »ink, »ali, »Ce, potem« in »ne«, potem lahko izjave osumljenih zapiSemo
simboli¢no, tako kot je zapisano v treh desnih stolpcih spodnje tabele. (V logiki povezavam
reCemo konjunkcija, disjunkcija, implikacija in negacija. Veckrat pa uporabimo tudi
ekvivalenco <.)

Ker imamo 3 atomarne izjave (vsaka je resni¢na ali neresni¢na), imamo 8 razli¢nih naborov
resnicnostnih vrednosti. Pri vsakem naboru izraCunamo vrednosti sestavljenih izjav
(vrednosti vpiSemo pod ustrezen simbol).
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Vse tri sestavljene izjave so resnicne samo v 6 vrstici. Torej Andrej in Cene nista kriva,
Boris pa je.
Temu sinteticnemu postopku se v logiki rece izdelava resnicnostne tabele.

Zdaj pa zaénimo s sestavljenimi izjavami. Kdaj bo resni¢na Andrejeva izjava. Odgovor: Ce
sta resnicni izjavi B in — C. Izjava A — C je resnicna, Ce je A neresnicna ali je C resni¢na.
Ker C ni resni¢na, A ni resnicna. Cenetova izjava je resni¢na, kakorhitro je resni¢na
Andrejeva izjava. Nase sklepanje zapiSemo v obliki drevesa:

B A—C
A->C
—-C A(AvB)

B
—C
-A | C
X
Najprej smo napisali predpostavke, to je dane tri izjave. Potem smo analizirali Andrejevo
izjavo. Za njeno resni¢nost morata biti resni¢ni izjavi B in —C. Za resni¢nost Borisove
izjave pa imamo dve moZnosti. Prvotno drevo se razcepi v dve veji: —A | C. Toda
veja, ki gre na C, vsebuje tudi —C. Taki veji pravimo, da je zaprta ali protislovna in jo
oznacimo z X. Imamo pa eno odprto vejo, iz katere razberemo vrednosti atomarnih izjav.
Cenetove izjave sploh nismo analizirali, saj je resni¢na, Ce je resni¢na Andrejeva izjava.

Opisani analiti¢ni metodi v logiki pravijo metoda semanticnih tabel (dreves).

Ni tezko iz semanti¢nega drevesa prebrati dokaza:

Vzemimo, da so vse tri izjave osumljenih resni¢ne. Zaradi Andrejeve izjave je Boris kriv,
Cene pa ni. Borisova izjava je resni¢na, ¢e Andrej ni kriv ali ¢e je kriv Cene. Toda Cene ni

kriv, torej tudi Andrej ni kriv.

Dokaz lahko zapiSemo v nekem formalnem sistemu (npr. program Fitch):

1.BanC

2LA=C

3G (A v B

(4.@ v ¥ aElim: 1
- v ¥ aElim: 1
B A
7.C v ¥ o Eim: 632
.1 v = Lintro: 5,7
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V zgornjem dokazu so koraki oStevil¢eni, v spodnjem niso.

BHANC
A —C
BACa A vE)
Y| v ¥ a Elim
o 5§ ¥ ¥ a Elim
= A
ac v = — Elim
= v = L lIntro
agh v = 7lntro
| @40 B G v 7 nalntro

Dokaz je zaporedje stavkov. Vsak stavek zapiSemo v svojo vrstico. Najprej so dane
predpostavke (premise), locene pa so od drugih stavkov z oznako na desni ¢rti. Za vsako
nadaljnjo vrstico moramo povedati, po katerem pravilu sklepanja in iz katerih predhodnih
vrstic sledi. Fitchov sistem je t.i. sistem naravne dedukcije (prva sta ga uvedla Gentzen in
Jaskowski). Pravila sklepanja se delijo na pravila uvedbe (introdukcije) in pravila izlocitve
(eliminacije). Vsaka logi¢na operacija ima po dve pravili. Vrstici 5 in 6 sta dobljeni z
eliminacijo konjunkcije. To je preprosto pravilo, ki ga v vsakdanjem dokazovanju kar
preskoc¢imo. Vrstice 6-8 imenujemo poddokaz. Vrstica 6 je dodatna predpostavka (v
vsakdanjem jeziku recemo: pa naj velja Se A). C smo dobili z izlocitvijo implikacije. To
pravilo je v logiki znano kot modus ponens. Toda zdaj smo prisli do tega, da veljata C in
—C. Temu pravimo protislovje, njegova oznaka pa je L (obrnjeni T). Ce smo iz A izpeljali
protislovje, mora veljati —A. Temu pravilu se rece reductio ad absurdum. Zdaj vemo za
vrednosti vseh enostavnih izjav, velja torej njihova konjunkcija (stik po prof. Krizanicu).

Opazimo, da je metoda semanticnih dreves precej hitrej§a, zato jo kaZe kar najveckrat
uporabljati. Metodo resni¢nostnih tabel v¢asih poimenujejo tudi mehani¢na metoda. Z njo
enostavno pregledamo vse moZnosti. Seveda nam to lahko porabi veliko Casa.

Odgovorimo 3e na eno vprasanje: Ce so vsi trije nedolzni, kdo je lagal. V resni¢nostni tabeli
si ogledamo vrstico z naborom FFF. Lagala sta Andrej in Cene. Tu seveda analiti¢na
metoda ni uporabna, saj ne vemo vrednosti sestavljenih izjav. Vendar pa tudi ni potrebno
izdelati celotne resni¢nostne tabele, ampak le eno vrstico.

Za sestavo resni¢nostnih tabel smo uporabili program Boole. Tu F(false) pomeni neresnico
T(truth) pa resnico.

Kako pa bi odgovorili na vprasanje: Ce krivi laZejo in nedolZni govorijo resnico, kdo je
kriv?
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V resni¢nostni tabeli moramo pregledati vse vrstice in ugotoviti ali je kakSna vrstica, v
keteri imajo atomarne izjave nasprotno vrednost od sestavljenih. To je v 3 vrstici. Kriva sta
Andrej in Cene.

Kaj pa analiti¢na metoda? Tokrat se iS¢ejo vrednosti atomarnih izjav, za katere so resni¢ne
naslednje izjave:

A BA-C

B A->C

—C & —C A(AVB).

Tokrat je semanti¢no drevo kar obsezno in je takoreko¢ ekvivalentno pregledovanju vseh
moznosti.

Lahko pa pridemo do reSitve s sklepanjem: Recimo, da Andrej ni kriv. Potem je zaradi
njegove izjave Boris kriv, Cene pa ne. Ker je Borisova izjava napacna, mora biti Andrej
kriv (Cene pa ne). To je protislovje. Andrej je torej kriv. Ker je A resni¢na izjava (ne A pa
napacna) je B neresni¢na ali C resnicna. Ali je lahko B resnina izjava. Potem je A
resnicna, C pa ne. To pa je protislovje.

Tokrat smo imeli 3 enostavne izjave, zato je v resni¢nostni tabeli 2°=8 vrstic. Ce pa bi imeli
8 atomarnih izjav, bi imeli 256 vrstic, ki bi jih le tezZko izracunali v 30 min, kolikor je na
voljo na tekmovanju. Nalogo z 10 atomarnimi izjavami dobimo, ¢e smo na otoku vitezov in
oprod in sre¢amo 5 oto¢anov, vsak med njimi pa ima lahko cekin. Ce ima cekin natanko
eden pa lahko $tevilo atomarnih izjav zmanj§amo za 1. Ce $tirje nimajo cekina, ga ima peti.
Ce ga ima peti, ga nima nobeden od prvih tirih.

Pravila za resni¢nostne tabele.

A B AnB |AvB |[A—=B|AcoB
T T T T T T
T F F T F F
F T F T T F
[F] [F] F F T
i11 ) (3 )

Pravila semanti¢nih dreves.

AAB  —( AAB) AvB —(AvB) A—-B —(A—B) AsB —(A=B)

A —A|—B AlIB —A —-AI|lB A A |—-A A |—-A
B —-B —B B |-B —-Bl B
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Zgornja pravila (razen za ekvivalenco) lahko razdelimo na pravila podaljSevanja in pravila
razcepa. K tem pravilom moramo dodati Se odpravo dvojne negacije: =—A—A.

Zdaj lahko podamo algoritem za izgradnjo semanti¢nega drevesa za dano mnoZzico izjav:

1. Zapisemo dane izjave drugo pod drugo.

2. Izberemo eno od $e ne izbranih izjav v drevesu in uporabimo ustrezno pravilo na vseh
odprtih vejah drevesa pod to izjavo.

3. Veje, na katerih nastopa kakSna izjava in njena negacija, oznaCimo kot zaprte
(protislovne).

4. Ce imamo $e kaksno odprto vejo in vsaj eno $e ne izbrano izjavo, se vrnemo na tocko 2.
5. Ko nimamo ve¢ neizbranih izjav, se lahko zgodi: a) Vse veje so zaprte. Tedaj je prvotna
mnoZica izjav protislovna. b) Ce pa imamo odprto vejo, potem lahko najdemo tak3no
prireditev, da bodo vse izjave na veji resni¢ne. Ce na veji nastopa enostavna izjava A, dobi
vrednost T, ¢e nastopa —A, paF.

Ko izbiramo izjavo, dajemo prednost izjavam, ki drevo podaljSujejo. Zakaj se drevo Siri, ¢e
imamo v izjavah ekvivalenco?

Oglejmo si zdaj nekaj preprostih nalog iz knjige Poznate naslov te knjige?

Na otoku vitezov in oprod vitezi vedno govorijo resnico, oprode pa vedno neresnico. Ce
torej neki oto¢an (Andrej) da izjavo X in ozna¢imo A = Andrej je vitez, potem vemo, da
velja A= X. To je, Ce je otocan vitez, je X resnica, ¢e je X resnica, je otocan vitez.

1. SreCamo otoCana (recimo jima A in B). A izjavi, da sta on in B oprodi. Kaj lahko
sklepamo?
Vemo: A (—AA—B). Zgradimo drevo.

A<:>(—|A/\—|B)
A | —A
—AA—B | =(—=AA—B)
—A | ——Av—B
—B | AvB
X | Al B
X

Edina odprta veja vsebuje —A (A je oproda) in B (B je vitez).

2. Aje dejal: “Ce sem jaz vitez, potem je tudi B vitez.”.
Tokrat je drevo takole.

AsA—B
A | —A
A—B | —(A—B)
-AB | A
X —-B

X
Na edini odprti veji imamo A in B (oba sta viteza).
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