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Uvod

Potreba po uvedbi simbolne logike se je porodila iz matematike. Pokazalo
se je, da lahko vse trditve v matematiki zapiSemo v jeziku, ki vsebuje nekaj
izjavnih povezav, kvantifikatorja ”za vsak” in ”vsaj en” in znake za osnovne
relacije. Obic¢ajno pomeni, da razumemo tuj jezik, ¢e znamo misel hitro
izraziti v materinem jeziku. V resnici obvladovanje tujega jezika pomeni, da
tudi mislimo v tem jeziku. Isto velja za simbolni jezik. Problem nastopi,
ker v simbolnem jeziku lahko oblikujemo stavke, ki imajo obliko, ki je v
materinem jeziku ne uporabljamo. Po drugi strani je vrstni red besed v
pogovornih jezikih lahko tudi nekoliko poljuben, je pa odvisen od poudarka.

Primer:

Vsak pisatelj izda vsako svojo knjigo pri neki zalozbi.
Vsak pisatelj pri neki zalozbi izda vsako svojo knjigo.
Pri neki zalozbi vsak pisatelj izda vsako svojo knjigo.

Ali vsi ti trije stavki ne pomenijo isto? Vzemimo Se en primer, kjer
Slovenci nimamo istega mnenja: ”Vsi ljudje niso pametni.” za nekatere
pomeni isto kot ” Vsi ljudje so neumni.”, za druge ” Nekateri ljudje so neumni,
nekateri pa so pametni.”, za tretje pa ”"Ni res, da so vsi ljudje pametni.”

Prina8a pa simbolni jezik nekaj tezav. Spremenljivki x in y lahko zavza-
meta isto vrednost. Ce hoGemo poudariti, da morata biti razliéni, moramo
k pogojem dodati x # y. V simbolni logiki nam 0 pomeni stavek, ki je
vedno neresnicen (lahko bi bil to 2 # 2), 1 pa vedno resnicen stavek (re-
cimo 2 = 2). Seveda pa se lahko zgodi, da obravnavamo $tevila, kjer 0 in 1
pomenita Stevili.

Pri uporabi Vennovih diagramov pri mnozicah osenc¢itev pomeni mnozico,
ki jo zelimo omeniti. V izvirnem Vennovem ¢lanku pa osencitev pomeni, da
tam ni elementov.

Za bolj poglobljen uvid v simbolno logiko, vendar Se vedno dostopen
srednjesolcu, priporocamo knjigo Niko Prijatelj, Uvod v matematicno logiko,
DMFA Slovenije. Za tiste, ki jih zanima zgolj reSevanje logi¢nih nalog,
povejmo, da je le-teh veliko na spletni strani: http://www.logika.si/.
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Pravila konstrukcije semanti¢nih dreves

/™ 7““14
A
ANB ~(AAB)
A ANB -A 2AAE)
A -A|-B
B
V. AVB Vv -(AVB)
A \ B —A
-B
A=B -(A=B)
= - =
—A ‘B j B‘
AsB —~(A&B)
= A A TS Al A
B|-B B | -B
Enakovrednosti (zakoni)
Idempotentnost:
pVp~p pPApP~Dp
Asociativnost:
(pVgVr~pVigVr) (A AT ~pA(gAT)
Komutativnost:
pVqg~qVp DPAG~qAD
Distributivnost:

pVi(gAT)~(@PVaAPVr)
De Morganova zakona:
~(pVq) ~pA—q
Absorpcija:
pV(pAg) ~p

Lastnosti konstant 0 in 1:
-1~0

pVO~p

pV1l~1

Lastnosti negacije:
pV-p~1

Zveze med logicnimi povezavami:

p=q~-pVgq
pVg~-p=gq
pTqg~-(pAq)

pA(gVr)~({@AqV(pAT)
—(pANq)~-pV—q
pA(pVag) ~p

-0~ 1

pAO~O0

pAl~p

pA-p~0
pYqg~pA-qgV-pAgq

peqg~pP=q9AN(@=Dp)
plag~-(pVq)




Deset osnovnih pravil sklepanja

uvedba (prikljucitev) opustitev
= | Pogojni sklep (PS) Modus ponens (MP)
Ce o/,Bl=C,potem «/ EB=C | A, A= BEB
Zdruzitev (Zd) Poenostavitev (Po)
AN | ALBEAAB ANBEA
ANBEDB

Pridruzitev (Pr)
vV | AEAVB
BEAVB

Dokaz z analizo primerov (AP)
Ce o/, A=Cin o, B C,
potem &7/, AV B = C

- | Dokaz s protislovjem (RA)
Ce o7, B |= 0, potem &/ = —B

Dokaz s protislovjem (RA)
Ce o/, -B |= 0, potem </ |= B

Pravilo prikljucitve ekvivalence
Ced/ =A= Bin o =B = A,
potem &/ =A< B

Pravilo opustitve ekvivalence
Ce o/ =A< B, potem o = A= B
ing =EB=A

Dodatna pravila sklepanja

A= B,-B}-A

AV B,-AEB

A= B, B=CEFA=C
As B, AEB

A& B,~AE-B
AVB,CV-BEAVC

modus tollens (MT)
disjunktivni silogizem (DS)
hipoteti¢ni silogizem (HS)

Osnovni pravili za kvantifikatorje

Opustitev univerzalnostnega V'}"‘DIZ L

kvantifikatorja (OU)

Opustitev eksistencialnostnega % a je ime, ki do tega
kvantifikatorja (OE) sklepa Se ni nastopalo

Zveze med kvantifikatorji in izjavnimi povezavami

—VrPzr ~ dx-Px
—JxPx ~ Vx—-P
Va(Px A Qx) ~
Jz(Pz V Qz) ~ JzPx V FzQx

Ve Px AVrQx




I. Izjavne povezave

1. Uvod v logiko z vitezi in oprodami

Nekje dale¢ na oceanu obstaja otok, na katerem nekateri prebivalci, imeno-
vani vitezi, vedno govore resnico, drugi, imenovani oprode, pa vedno lazejo.
Drugih prebivalcev na tem otoku ni.

Naloge:

1.

Recimo, da prebivalec A izjavi: 7242 = 4.” Kaj je prebivalec A, vitez
ali oproda?

Kaj pa, ¢e prebivalec A izjavi: ” Vitez sem.”?
Ali lahko prebivalec izjavi, da je oproda?

Tokrat imamo opravka s tremi prebivalci, ki jih oznacimo z A, B, C.
Neko¢ so dejali:

A: C je star 10 let.
B: C je star 12 let.
C: Star sem 15 let.

Oceni stevilo oprod med temi tremi prebivalci.

Zdaj imamo opravka s tremi drugimi prebivalci A, B in C. Neko¢ so
izjavili:

A: B je starejsi od 20 let.

B: Star sem 20 let.

C: B je mlajsi od 20 let.

Oceni §tevilo oprod med to trojico.

Zopet nastopata le dva prebivalca, A in B. Rekla sta tole.

A: Na otoku je zlato.
B: To ni res.

Koliko oprod je med njima?

Dva otocana, A, B, sta dala tile izjavi:

A: Na otoku je zlato in srebro.
B: To ni res. Na otoku ni vsaj ene od teh dveh kovin.

Kaj lahko sklepamo?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Tokrat sta dva druga otoc¢ana (spet ju imenujmo A, B), dala izjavi:

A: Na otoku ni ne zlata ne srebra.
B: To ni res. Na otoku je vsaj ena od teh dveh kovin.

Kaj lahko sklepamo?

Tokrat imamo izjavo otoCana A:

A: Midva z B-jem sva oprodi.
a) Dokazi, da je A oproda.
b) Dokazi, da je B vitez.

O hisni stevilki otoskega vraca so otocani A, B in C izgjavili:
A: Je vecja kot 15.
B: Je manjsa kot 20.
C: Je veckratnik Stevila 7.

Oceni stevilo oprod.

Poroceni oto¢an A je tokrat dejal:
A: Z zZeno sva oba enakega stanu.

(Da sta enakega stanu, pomeni, da sta oba oprodi ali oba viteza.)
Kaj lahko sklepa§?

Recimo, da poroceni otocan izjavi o zakoncu:
Vsaj eden od naju je oproda.

Kaj lahko poves o oto¢anu in njegovi zeni?

Tokrat sta otocana A in B dala tile izjavi:

A: B je star vec¢ kot 15 let.
B: Star sem ve¢ kot 10 let.

Recimo, da je A vitez. Kaj lahko skepa$ o B-ju?

Zdaj pa otocan A izjavi:
A: 24+2=25 ali pa je 2+ 2 =4.
Kaj je otocan A?

Predpostavimo, da A izjavi: ” Ce sem jaz vitez, je B oproda.”

Kaj lahko sklepamo?

Predpostavimo, da A izjavi: ” Ce je B oproda, potem sem jaz vitez.”
Kaj sta A in B?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Kaj pa, ¢e je A izjavil: ”Ce B ni oproda, potem jaz nisem vitez.”?
Kaj pa, ¢e A rece: ” Ce jaz nisem vitez, potem B ni oproda.”

Neko¢ je raziskovalec srecal tri otocane (zaznamujmo jih z A, B in C).
Najprej je vprasal A-ja: ”Ali sta B in C oba viteza?” A je odgovoril
”da”. Nato je raziskovalec vpragal: "Ali je B vitez?” Tokrat je A
odgovoril "ne”.

Ali je otocan C vitez ali oproda?

Ob drugi priliki je raziskovalec srecal tri druge oto¢ane (spet jih ozna¢imo
A, B in C) in med njimi je bil tudi otoski vra¢. Raziskovalec jih je
vprasal: ”Kdo med vami je vrac?”

"Jaz,” je odgovoril A.
?Jaz sem,” je odgovoril B.
”Kvecjemu eden med nami govori resnico,” je dejal C.

(Na otoku je en sam vrac.)
Kdo je otoski vrac?
Nekot je raziskovalec srecal otoc¢ana, ki je dejal: ”Sem porocen oproda.”

Ali je otocan oproda? Ali je porocen?

Spet imamo tri otoc¢ane, ki jih zaznamujmo z A, B in C. A in B sta
izjavila

A: B je oproda.

B: A in C sta istega tipa.
(Za dva otocana pravimo, da sta istega tipa, Ge in samo ¢e sta ali oba
viteza ali oba oprodi.)

Kaj je otocan C?

Kot morda veste, na otoku treh plemen vsak prebivalec pripada na-
tanko enemu od treh plemen: vitezom, ki vedno govorijo resnico, opro-
dam, ki vedno govorijo neresnico, in normalnezem, ki izmeni¢no govo-
rijo resnico oz. neresnico.

Stirje moski prebivalci: A, B, C' in D, so nekoé¢ dali naslednje izjave:



11

A: 1. B mi je dolzan 10 mark. C:1. Sem najsibkejsi moski na
2. C je vitez. otoku.
3. B je vitez. 2. Sem najrevnejsi moski na
4. D mi je dolzan 5 mark. otoku.
B: 1. C je oproda. 3. Sem najgrsi moski na otoku.
2. A-ju nisem dolzan 10 mark. 4. Imam 5 Zena.
3. D ima 3 Zene. D: 1. Nisem vitez.
4. C mi je dozan 15 mark. 2. A-ju nisem dolzan 5 mark.
3. C' ni normalnez.
4. C' je neozenjen.

Katerim plemenom pripadajo nasi otocani?

24. Kot ze vemo, na otoku treh plemen vsak prebivalec pripada natanko
enemu od treh plemen: vitezom, ki vedno govorijo resnico, oprodam,
ki vedno govorijo neresnico, in normalnezem, ki izmeni¢no govorijo re-
Snico oz. neresnico.

Tokrat na otoku velja zakon, da ima vsak otoc¢an lahko samo eno Zeno
in ta ne sme pripadati istemu plemenu.

Stiri otocanke E, F, G in H, ki so omozene, ne nujno v tem vrstnem
redu, z otocani S, T, U in V, so neko¢ izjavile:

E:1. S je porocen z G. G: 1. H je omozena z oprodo.
2. S je oproda. 2. U je vitez.
3. V ni oproda. 3. E je oproda.
F: 1. G ni vitez. H:1. F je vitez.
2. Moj moz je vitez. 2. G je oproda.
3. Moj moz je T 3. E je normalna.

Ugotovi, kdo je s kom porocen in kateremu plemenu pripada.

Vec o vitezih in oprodah najdete v knjigi R. Smullyana, Poznate naslov
te knjige?, ki je izsla v slovenskem prevodu leta 1987 pri DZS.

Resitve:

1. Prebivalec A je izjavil resnico, zato je vitez.

2. Ce prebivalec rece, da je vitez, potem je lahko vitez, ki govori resnico,
lahko pa je oproda, ki se je zlagal, da je vitez.
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. Noben prebivalec otoka ne more zase izreci, da je oproda. Ce bi to

izrekel vitez, bi se lagal (toda vitezi ne lazejo). Ce to izjavi oproda, bi
govoril resnico (toda opode nikoli ne izjavijo resnice).

. Tokrat so izjave treh prebivalcev taksne, da je lahko resni¢na samo

ena med njimi, lahko pa so vse tri lazne. Stevilo oprod je 2 ali 3.

Razmislek: Ce imamo dve izjavi, ki ne moreta biti hkrati resni¢ni,
lahko pa sta obe neresni¢ni, govorimo o izkljucujocih se izjavah. S
tujko recemo, da sta izjavi kontrarni.

Ce imamo opravka z veé kot dvema izjavama, lahko govorimo o mnozici
med seboj izkljucujocih se izjav, Ce se vsaka dvojica izjav v tej mnozici
izkljucuje.

Izjave ”C' je star 10 let.”, ”C je star 12 let.” in "C' je star 15 let.” so
med seboj izkljucujoce.

. Zdaj so izjave treh oto¢anov izklju¢ujoce, toda ena med njimi je zago-

tovo resni¢na. Zato imamo dve oprodi in enega viteza, ne moremo pa
reci, kdo je kaj.

Razmislek: Kadar imamo opravka z mnozico izjav, med katerimi je
zagotovo vsaj ena resnic¢na, govorimo o mnozici dopolnjujocih se izjav
(s tujko — o komplementarnih izjavah). Taksna je naslednja mnozica
izjav: 7C je starejsi od 15 let.”, " C' je mlajsi od 20 let.”.

Mnozica izjav iz nase naloge: ” B je starejsi od 20 let.”, "B je star
20 let.”, ” B je mlajsi 20 let.”, pa ima lastnost, da se izjave dopol-
njujejo in medsebojno izkljucujejo. Pravimo, da gre za izkljucujoce
dopolnjevanje (ali — disjunktivno komplementarnost).

. Otocan B je zanikal izjavo oto¢ana A. Ce je izjava otocana A resni¢na,

potem je izjava otocana B lazna, Ce je izjava otoCana A lazna, je izjava
otoCana B resni¢na. Opravka imamo z enim vitezom in enim oprodo,
ne moremo pa povedati, kaj je kateri.

Razmislek: Tudi tokrat imamo opravka z mnozico izjav, ki se iz-
klju¢ujejo in dopolnjujejo. Hkrati pa sta v tej natanko dve izjavi.
Govorimo o dveh nasprotujocih si izjavah, s tujko pa o kontradiktor-
nih izjavah.

Izjava in njeno zanikanje (negacija) tvorita kontradiktoren par izjav.

. Otocan A trdi, da je na otoku zlato in da je na otoku srebro. Ce je

A vitez, potem sta na otoku obe dragoceni kovini. Otoc¢an B pa je
oproda.
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Ce je A oproda, potem je B vitez in ni res, da sta na otoku zlato in
srebro. Lahko, da ni zlata, lahko, da ni srebra, lahko pa da ni nobene
od obeh kovin.

. Ce je otocan A vitez, na otoku ni ne zlata in ne srebra. Ce pa je na
otoku vsaj ena od teh dveh kovin, je A oproda. Otoc¢an B je nasprotne
sorte od A-ja.

Razmislek: Sestavljeni izjavi, s katero trdimo resni¢nost dveh izjav,
imenujemo konjunkcija teh dveh izjav. Konjunkcija dveh izjav je re-
sni¢na, Ce sta resnicni obe izjavi, ki jo sestavljata. Konjunkcija pa je
neresnicna, ¢e je neresni¢na vsaj ena izjava, ki jo sestavlja.

Izjava ” Na otoku je zlato in srebro.” je konjunkcija izjav ” Na otoku je
zlato.” in ” Na otoku je srebro.”.

Sestavljeni izjavi, s katero trdimo, da je resni¢na vsaj ena izmed dveh
izjav, pravimo disjunkcija teh dveh izjav. Disjunkcija dveh izjav je
neresnicna, ¢e sta neresni¢ni obe izjavi, ki jo sestavljata.

Disjunkcijo izjav ” Na otoku je zlato.” in ” Na otoku je srebro.” bomo
zapisali ” Na otoku je zlato ali na otoku je srebro.” ali ”Na otoku je
zlato ali srebro.”.

. Dokazati moramo, da je A oproda.

Vzemimo nasprotno izjavo, to je, da je A vitez. Ker pa vitezi govo-
rijo resnico, je izjava, da sta A in B oprodi, resni¢na. Zato je oproda
tudi sam A. Otocan A je hkrati vitez in oproda. To je protislovje.
Predpostavka, da je A vitez, nas je pripeljala do protislovja, zato je ta
predpostavka neresni¢na. A je torej oproda.

Ker je A oproda, ni res da sta z B-jem oba oprodi. Vsaj en je vitez,
toda A to ni. Torej je B vitez.

Razmislek: Izjavi, ki ne more biti resni¢na, pravimo protislovje. Ko-
njunkcija izjave in njene negacije je protislovije.

O protislovni mnozici izjav govorimo, ¢e lahko iz te mnozice izpeljemo
protislovje. Enako bi lahko govorili o protislovni mnozici, ¢e bi iz nje
lahko izpeljali neko izjavo in njeno negacijo.

Pri reSevanju naloge smo dokazali, da je A oproda tako, da smo pred-
postavili nasprotno, da je A vitez in izpeljali protislovje (da je A hkrati
vitez in oproda). Temu sklepanju pravimo dokazovanje s protislovjem
(latinsko: reductio ad absurdum). Drugi izraz za tako dokazovanje je
indirektni dokaz, saj namesto neposrednega dokaza, da je A oproda,
dokazemo protislovnost nasprotne izjave.
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10. Izjave ” Je vecja od 15.”,” Je manjsa od 20.” in ” Je veckratnik Stevila

11.

12.

7.” ne morejo biti hkrati resni¢ne. Prvi dve sta izpolnjeni pri vredno-
stih 16, 17, 18 in 19. Toda nobeno od teh stevil ni veckratnik Stevila
7. Hkrati pa sta po dve izjavi iz te trojice hkrati izpolnjivi.

Zato je med trojico vsaj en oproda. Ker pa sta izjavi A-ja in B-ja
dopolnjujoci (¢e predpostavimo, da tudi na tem otoku oznacujejo hise
z naravnimi §tevili), je med dvojico A in B vsaj en vitez.

Razmislek: Izjave A-ja, B-ja in C-ja ne morejo biti hkrati izpolnjene
(resni¢ne). Taki mnozici izjav pravimo, da je nezdruzljiva. Ce je neka
mnozica izjav nezdruzljiva, se vseeno lahko zgodi, da je poljubna njena
prava podmnozica izjav zdruzljiva (kompatibilna).

Ce je neka mnozica izjav nezdruzljiva, potem lahko izpeljemo iz nje
protislovje. Zato taki mnozici izjav re¢emo tudi protislovna mnozica
izjav.

Mnozica medseboj kontrarnih izjav je seveda protislovna. Obratno pa
ni nujno res.

A je vitez ali oproda.

Recimo, da je A vitez. Potem sta z Zeno oba viteza, ker je res, da sta
enakega stanu.

Recimo, da je A oproda. Potem nista enakega stanu in ker je A oproda,
je njegova zZena vitez.

A-jeva zena je torej vitez, ne moremo pa sklepati o A-ju.

Razmislek: Zgoraj smo sklepali takole:

A je vitez ali oproda.

Ce ja A vitez, je A-jeva Zena vitez.

Ce je A oproda, je njegova zena vitez.

Njegova zZena je vitez.
Taksnemu sklepanju pravimo dokazovanje z analizo primerov. Najprej
imamo neko dopolnjujo¢o mnozico pogojev (A je vitez, A je oproda).
Iz vsakega pogoja lahko izpeljemo isto izjavo (Njegova Zena je vitez.)
Potem je ta izpeljana izjava resni¢na.

Izjava ” Vsaj eden od naju je oproda” je disjunkcija izjav ”Jaz sem
oproda.” in ” Moja zZena je oproda.”

Pokazimo, da A ne more biti oproda. Ce bi bil oproda, bi bilo res, da
je med njima vsaj en oproda. Imeli bi oprodo, ki govori resnico.

A je torej vitez, zato je res, da je med njima vsaj en oproda. Ker pa
A ni oproda, mora biti oproda njegova zena.



13.

14.

15.

16.

17.

15

Izjavi A-ja in B-ja sta v takSnem odnosu, da iz resni¢nosti prve sledi
resni¢nost druge. Ce je B star ve¢ kot 15 let, potem je gotovo star vec
kot 10 let. Ker je po predpostavki A vitez, je vitez tudi B.

Ce pa bi bilo dano, da je B vitez, potem o A-jevemu stanu ne bi mogli
sklepati nicesar.

Izjava oblike p ali ¢ je resniCna, Ce je resni¢na vsaj ena od izjav p
oziroma q. Ker je izjava 2 + 2 = 4 resni¢na, je A vitez.
Kaj pa, ¢e bi A dejal: 242 =15 in 2+ 2 = 47 Tedaj bi bil oproda.

Predpostavimo, da je A vitez. Potem je res: ”Ce je A vitez, je B
oproda.” Zato je B oproda, saj je A vitez.

Pri predpostavki, da je A vitez, smo izpeljali, da je B oproda. Torej
je res: 7 Ce je A vitez, potem je B oproda.” In ker je A-jeva trditev
resnicna, je A vitez. Ker pa je A vitez, je B oproda.

Izjavi oblike ” Ce p, potem q.” pravimo pogojna izjava. Izjavi p pra-
vimo pogoj, izjavi ¢ pa posledica. Pogojna izjava je neresni¢na samo
v primeru, Ce je izjava p resni¢na, ¢ pa neresnicna.

Pri sklepanju s pogojnimi izjavami pogosto uporabljamo pravilo skle-
panja, ki mu reéemo modus ponens: Iz ”p” in ” Ce p, potem ¢’ sledi

” 9

q
Drugo pravilo pa je pravilo uvedbe pogojne povezave: ¢e pri pred-
postavki ”p” izpeljemo izjavo ”q”, potem smo dokazali izjavo ” Ce p,
potem q.”

Obe pravili smo uporabili pri sklepanju v nasi nalogi.

Izjava: ” Ce je B oproda, potem je A vitez’, je napaéna samo v pri-
meru, ¢e sta oba oprodi. Ce je A vitez, je B lahko karkoli.

Izjava oblike ” Ce ¢, potem p” je obrat (ali obratna izjava) izjave ” Ce
p, potem q.” Iz zadnjih dveh nalog sklepamo, da izjava in njen obrat
nista enakovredni izjavi.

Recimo, da A ni vitez. Potem je njegova izjava napacna, to pa je
samo v primeru, ¢e B ni oproda, A pa je vitez. To je v protislovju s
predpostavko. A je torej vitez. Ker je izjava ” Ce B ni oproda, potem
A ni vitez.” resni¢na, ni res, da B ni oproda. Torej B je oproda.

Dobili smo isti rezultat kot pri nalogi 15. Izjavi ”Ce ni ¢, potem ni
p.” pravimo kontrapozicija izjave ” Ce p, potem q.” Pogojna izjava in
njena kontrapozicija sta enakovredni.

Izjavi 7 Ce ni p, potem ni q.” pravimo, da je inverzna k izjavi ” Ce p,
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

potem q.”. Inverzna izjava je kontrapozicija obratne izjave in je zato
enakovredna obratni izjavi. Dokazi to na primeru 16. naloge.

Isto kot 16. naloga.

Oba odgovora otocana A ne moreta biti resni¢na. Zato je oproda in je
obakrat odgovoril napacno. Zato je B vitez. Toda oba (B in C) nista
viteza, zato je C' oproda.

Odgovor: C je oproda.

Izjava otocana C je resni¢na ali neresnic¢na. Ce je neresni¢na, potem
sta resnicni izjavi prvih dveh. To pa ni mogoce, saj je vra¢ en sam.
Zato je C-jeva izjava resni¢na, izjavi prvih dveh pa ne. Med prvo
dvojico ni vraca, ker pa je med njimi vrac, je to C.

Odgovor: C' je vrac.

Vitez ne bi nikoli izjavil, da je porocen oproda. To je lahko izjavil le
oproda. Ker pa oproda ne govori resnice, otocan ne more biti porocen.

Odgovor: Otocan je neporocen oproda.

Recimo, da je A oproda. Potem je B vitez in je res, da sta A in C
istega tipa. C' je potem oproda.

Recimo, da je A vitez. Potem je B oproda, B-jeva izjava je napacna
in A in C sta razli¢nih tipov. Ker ja A vitez, je C oproda.

Odgovor: C' je v vsakem primeru oproda.

D je gotovo normalnez, saj le tak lahko zase rece, da ni vitez. Hkrati
je to resnica. Zato sta D1 (prva D-jeva izjava) in D3 resnici, D2 in
D4 pa neresnici.

Ker je A4 negacija izjave D2, je resni¢na, zato je resni¢na tudi izjava
A2. C je torej vitez.

B1 je zato neresnica in B ni vitez, zato je A3 neresnica in je A nor-
malnez.

B2 je negacija Al in je zato resnica. B je torej normalnez.

Odgovor: A, B in D so normalnezi, C' je vitez.

Iz druge izjave osebe F' (F2) sklepamo, da F ni vitez. Ce bi bila vitez,
bi bila porocena z vitezom, kar ni mogoce.

Zato je H1 (in tudi H3) neresnica. H je oproda ali normalna. Recimo,
da je H oproda. Potem je G1 neresnica, enako G3. E torej ni oproda
(G3) in ni normalna (H3). Torej je E vitez. Kaj pa, ¢e je H normalna.
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Potem je G oproda in G3 neresnica. Tudi zdaj je E vitez.

E je torej vitez. G je porocena z oprodo (E1 in E2), zato G ni oproda.
Ker pa G ni vitez, je G normalna. Izjava G2 je resni¢na. Ker je tudi
H?2 napacna, je H oproda.

Ker je F'1 resnica in F' ni vitez, je F' normalna, G1 in G3 sta resnici,
G2 pa ne. F-in moz ni vitez, je pa T. Ker je normalna, T ni, zato je
T oproda. Ker je U vitez (G2), ni porocen z F, zato je poroten s H.
Za FE ostane V, ki ni oproda (E3), pa tudi vitez ni, ker je to E. V je
torej normalnez.

Odgovor: Vitez E porocena z normalnim V.
Normalna F' porocena z oprodo T.
Normalna G porocena z oprodo S.

Oproda H porocena z vitezom U.

2. Izjavne funkcije enega in vec¢ argumentov

Zanimajo nas stavki, ki so ali resni¢ni ali neresni¢ni. Resni¢en stavek ima
vrednost 1, neresni¢en pa 0. Ce spremenljivka p lahko zavzame samo vre-
dnosti iz mnozice {1,0} in funkcija g(p) samo vrednosti iz mnozice {1,0},
so taksne funkcije samo §tiri.

P g1 g2 g3 g4
1 1 0 1 O

0 1 1 0 O

Zanimiva je samo funkcija, ki jo podaja stolpec go. Vrednost te funkcije
prilje0, pri 0 pa 1. Tej funkciji recemo negacija. Negacija resni¢nega stavka
je neresnic¢en stavek, negacija neresni¢nega stavka pa je resnicen stavek. Za
negacijo bomo uporabljali znak —.

Koliko je dvomestnih funkcij iz mnozice {1, 0} v mnozico {1, 0}? Imamo
4 nabore vrednosti dveh spremenljivk. Pri vsakem naboru imamo dve vre-
dnosti, torej je teh funkcij 2% = 16. Spodaj so predstavljene vse te funkcije.

p g fi f2 fs fao fs fo fr fs fo fio fuu fiz fis fir fis  fie
110 0 O O O O O 1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 O 0 0 1 1 1 1 0
01 0 1 1 0 0 1 1 0 O 1 1 0 0 1 1 0
o o0 1 o 1 O 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
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Funkcija, katere vrednosti podaja stolpec fs, je resni¢na samo v primeru,
e sta p in ¢ resni¢na. Tej funkcuji reCemo konjunkcija in zanjo uporabljamo
znak A. Stavek ” p A ¢” beremo "p in ¢”.

Funkcija, podana s stolpcem fi4, pa je resni¢na, ¢e je vsaj eden med p in
q resnicen. Tej funkciji recemo disjunkcija in zanjo uporabljamo znak V.
Stavek "pV ¢” beremo "p ali ¢”.

Funkcija "ali p ali ¢” (v simbolih ”p Y ¢”) pa naj bo resni¢na, ¢e imata
p in q razli¢ni vrednosti.

Funkcija ”p, ¢e in samo ¢e ¢” (v simbolih ”p < ¢”) pa naj bo resni¢na v
primerih, ko imata p in ¢ isto vrednost. Ce pa imata p in ¢ razliéni vrednosti,
je vrednost te funkcije 0. Tej funkciji recemo ekvivalenca, podana pa je s
stolpcem fo.

Zdaj pa vzemimo resnicen stavek, ki se nanasa na naravna stevila: ”Ce
je stevilo x deljivo z 6, potem je x deljivo s 3.”

Zato so resnicni tudi primeri:

Ce je stevilo 12 deljivo s 6, potem je 12 deljivo s 3.
Ce je stevilo 9 deljivo s 6, potem je 9 deljivo s 3.
Ce je stevilo 7 deljivo s 6, potem je 7 deljivo s 3.

Ta funkcija ima lastnost, da je resni¢na v treh primerih (1,1),(0,1) in
(0,0).

Neresni¢na je v primeru: Ce je 5 ve¢ kot 4, potem je 4 veé kot 5.

To funkcijo imenujemo implikacija (simbolno p = ¢). Neresni¢na je samo

pri (1,0).
3. Resni¢nostne tabele

Omenjeni prikaz izjavnih (stavénih) funkcij imenujemo resnic¢nostne tabele.
Oglejmo si e nekaj zgledov.

alb|-(aNb)|-aV-b
1)1 0 0
110 1 1
01 1 1
0|0 1 1

Tule imamo dve izjavni funkciji, ki imata pri vseh naborih argumentov
isto vrednost. Rekli bomo, da sta enakovredni. Ce bi naredili resni¢nostno
tabelo za funkcijo —(a A b) < (—a V —b), bi dobili povsod 1. Rekli bomo,
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da je ta izjavna funkcija tavtologija. To so v resnici logi¢ni zakoni. Najpre-
prostejsi zgled je a V —a, ki mu re¢emo zakon o izkljucitvi tretje moznosti.
Izjavni funkciji, ki je vedno 0, re¢emo protislovje. Najenostavnejsi zgled za
protislovje je a A —a.

Za matematiko je znacilno, da za¢ne z nekaj osnovnimi pojmi, nadaljnje
pa uvajamo z definicijami.

Ce zaénemo z negacijo, konjunkcijo in ekvivalenco, lahko disjuncijo, im-
plikacijo in izkljucevanje definiramo takole:

aVbe =(maAN-b), a=bs -aVb a¥bs —(asb).

alb|(anb)V (-aA-b)|(-aVb)A(aV-d)
11 1 1
110 0 0
01 0 0
00 1 1

Zgoraj smo ekvivalenco podali z dvema razli¢nima izrazoma. Prvi je v
obliki disjunktivne normalne oblike, drugi pa v obliki konjuktivne normalne
oblike.

Disjunktivna normalna oblika je disjunkcija konjunkcij izjavnih spremen-
ljivk ali njihovih negacij. Dobimo jih tako, da za vrednost 1 zapiSemo spre-
menjivko, za vrednost 0 pa njeno negacijo. UpoStevamo pa samo tiste vr-
stice, kjer ima funkcija vrednost 1.

Konjuktivna normalna oblika pa je konjunkcija osnovnih disjunkcij, ki jih
dobimo, tako da za vrstice z vrednostjo 0, pri vrednosti 1 zapiSemo negacijo
spremenljivke, pri 0 pa spremenljivko.

Na primer —a V b pri drugi vrstici zgoraj. Ta disjunkcija ima vrednost
0 samo pri a = 1 in b = 0. Disjunkcija a V —b ima vrednost 0 samo za
a = 0,b = 1. Konjunkcija teh dveh disjunkcij pa ima vrednost O pri teh
dveh vrsticah, drugod je 1.

Po navadi zapiSsemo disjunktivno normalno obliko takrat, ko je vredno-
sti 1 manj kot vrednosti 0, konjunktivno normalno obliko pa takrat, ko je
vrednosti 0 manj kot vrednosti 1.

V sploSnem ni nujno, da je normalna oblika tudi najkrajsa. Vc¢asih jo
lahko Se poenostavimo. Ce je stevilo élenov v normalni obliki liho, je ugodno
enega ponoviti, da potem lahko pri poenostavljanju zdruzujemo po dva in
dva in uporabimo distributivnostni zakon.
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alble|(anb)V(anc)V (bAc)
11111 1
11110 1
1101 1
1100 0
011 1
01110 0
0[0]1 0
01010 0

V zgornjem zgledu je disjunktivna normalna oblika poenostavljena. Sama
funkcija izraza, da sta vsaj dve izjavni spremenljivki enaki 1. Spodnja pa,
da je liho stevilo spremenljivk enako 1.

alblclaebsec
111 1
11110 0
1101 0
1100 1
0O/1/1 0
01110 1
0(0]|1 1
01010 0

Spodaj je na razli¢ne nacine podana funkcija, ki jo v ra¢unalnistvu po-
znamo kot ”Ce a, potem b, sicer c.”

(a=bAN(—a=¢c)| (maVb)A(aVec)|(aAb)V (—aArc)

[l Nl Neoll Nl N R
OO =|I=|IO|OoO|F|MF=|o
Ol |OoO|lRr|OlR|O|IH—]|O
ol |lOoO|lRr|lO|lO| ]|+
Ol |Oo|lr|OoO|D| ]|
O|lRr| ORI
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Pri opusc¢anju oklepajev upostevamo naslednji prednostni red povezav:
A VLY = e

Naloge:

1. Pokazi, da so naslednje izjave tavtologije:

2. Pokazi, da sta izjavi A in B enakovredni (pisemo A ~ B):
a)p=q,~q = "p
b)pAqg=r,pA-T= g

-(p=q),pN—q

Resitve
1. a) b)
=(p A —p) pla|phg=p
1 11 1
0 1 110 1
01 1
010 1
c) ¢)
pla|p=pVyq pla|p=(qg=Dp)
11 1 101 1
110 1 110 1
01 1 01 1
00 1 010 1
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(p=q) & (~g = —p)

q

p

2. a)

1

1

0

plq|ripANg=r1r|pA\—Tr=—q

-q= P

plq|p=4q

P <= q

P|q|P=4q

—(p=q) | pAN—q

pblq
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3. Alternativne predstavitve izjavnih funkcij

Tokrat bomo imeli opravka z izjavnimi spremenljivkami a, b, ¢, ... Strnjeni
tabeli za dve funkciji sta dani spodaj.

(ma Vb) A (aV —b) (a AD)V (ma A —b)
a | —a a | —a
b 1 0 b 1 0
-b] 0 1 =b| 0 1

Vrstica, oznacena z b, pomeni, da ima tam b vrednost 1, vrstica —b pa,
da ima b vrednost 0. Podobno velja za stolpca a in —a. Te tabele imajo
nekoliko bolj strnjeno obliko kot resni¢nostne tabele.

Zgled:
(maVb)A(—aVe)A(aV—c)) (aNbAc)V (maN—c)
a | —a a | —a
c 1 0 c 1 0
b -C 0 1 b -c 0 1
c 0 0 c 0 0
MEINEE MEINEE

Naslednja predstavitev je z odlocitvenimi drevesi. Enako kot prej a
oznacuje vejo, ko je a = 1, —a pa, ko je a = 0.

Zgled:

(ce —b)A(a=Db)
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Pri predstavitvi z diagramom Lewisa Carrolla imamo spremenljivke s,
p in m. Imamo pravokotnik, podeljen na 8 delov. Posamezni ¢rni deli
predstavljajo osnovne konjunkcije.

(MAPA=S)V(—mADPpAS)V (—mA—pA-s)

p -p

-8

Tudi Vennove diagrame, ki smo jih uporabljali pri mnozicah, lahko upo-
rabimo za prestavitev izjavne funkcije.

Naloge:

1. Izpolni strnjeni tabeli:

(maVbVe)A(aV—b)A(aV —c)A(=bV —c) (anbA=c)V(aAN—-bAc)V (maA-bAc)
a -a a -a
C b &
b -C -C
C C
b —¢ b —¢

2. Izpolni preglednico pod drevesom:

(b= -c)A(a=b)A(a=d)
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3. Osenci diagram, da bo ustrezal funkciji:

(m A =p) V (—-m A —s)

p -p
-m
S
-8
Resitve:
1.
(maVbVe)A(aV=b)A(aV =c)A(=bV —c) (anbA=c)V(aA=bAc)V (maA=bAc)
a -a a -a
c 0 0 c 0 0
b =¢ 1 0 b =¢ 1 0
C 1 0 c 1 0
=0 [ =0 [

(b= -c)A(a=b)A(a=d)

[oJoJ1JofJoJoJoJoJoJoJoJoJ1J1f1T]u1]
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(m A =p) V (=m A —s)

5. Preklopna vezja

Na nekaterih stikalih v stanovanjih opazimo ob gumbu tako ali drugace
zapisani §tevilki 0 in 1, kar nas takoj spomni na logiko. In res! Ce pritisnemu
gumb ob 1, se prizge luc, ¢e prej ni gorela in ¢e seveda Zarnica oziroma sijalka
ni pregorela, slabo privita, zica do nje prekinjena itd. Ce ob prizgani luci
pritisnemo na istem stikalu gumb ob 0, pa lu¢ ugasnemo. Torej s pritiskom
ob 1 elektricnemu toku odpremo prosto pot do luéi in jo s tem prizgemo,
tokokrog do zarnice smo sklenili ali zaprli, s pritiskom ob 0 pa toku pot
zapremo, tokokrog smo prekinili, odprli, in lu¢ ugasne. Stikalo je v prvem
primeru v stanju 1 in lu¢ gori, v drugem primeru pa v stanju 0, lu¢ ne gori.
Pravimo tudi, da je v prvem primeru preklop zaprt ali v stanju 1, v drugem
primeru pa je preklop odprt ali v stanju 0.

L 0 L l 1
N, 7
® Py
1 M
Na sliki sta z L in N oznaceni faza in ni¢la v elektri¢cnem omrezju. Lahko
vzamemo za vir baterijo in jo preko stikala povezemo s primerno zarnico.

Stikalu oziroma preklopu a priredimo izjavo A, ki je pravilna, ¢e je pre-
klop a zaprt (v stanju 1), in nepravilna, ¢e je preklop a odprt (v stanju 0).
Sliko poenostavimo tako, da ozna¢imo kar izjavo A v vrzeli prekinjene ¢rte,
ki ponazarja Zico, ter vstopno in izstopno tocko (77 in 7). Zanima nas,
kdaj tako zelo preprosto vezje prevaja elektriéni tok. To se zgodi natanko
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tedaj, ko je preklop a v stanju 1 oziroma ustrezna izjava pravilna. V na-
sprotnem primeru je preklop a v stanju 0, ustrezna izjava pa je nepravilna.
Med preklopi in izjavami imamo na ta nacin preprosto korespondenco.

11 A——1Tp

Preklope lahko tudi povezujemo v preklopna vezja. Preklopa v istem
preklopnem vezju sta simultana, Ce sta hkrati zaprta oziroma hkrati odprta.
Taka je smiselno oznacevati z isto ¢rko. Preklopa pa sta si v istem pre-
klopnem vezju obratna, ¢e je isto¢asno prvi zaprt, drugi pa odprt oziroma
prvi odprt in drugi zaprt. Tedaj enega oznaCimo z a, preostalega pa z a.
V jeziku izjav ustrezata A in —=A. Slednje bomo na slikah zaradi tehni¢nih
tezav oznacevali z A.

Preklope lahko povezujemo zaporedno in vzporedno. Zanima nas, kdaj
je tako vezje zaprto in kdaj odprto.

TN —A——B— 1Tp

Ocitno je pri zaporedni vezavi preklopov vezje zaprto samo takrat, ko so
v njem vsi preklopi zaprti. Ce je vsaj en preklop v takem vezju odprt, je vezje
odprto. Zaporedni vezavi preklopov oc¢itno ustreza konjunkcija ustreznih
izjav, na sliki AV B.

B

Ocitno pa je pri vzporedni vezavi preklopov vezje zaprto takrat, ko je
vsaj en preklop zaprt. Ce pa so vsi preklopi v takem vezju odprti, je vezje
odprto. Vzporedni vezavi preklopov oc¢itno ustreza disjunkcija ustreznih
izjav, na sliki A A B.

S kombinacijo zaporednih in vzporednih vezav preklopov lahko sestavimo
bolj zapletena vezja.

N
S

Ty 15
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Hitro lahko zapiSemo, kateri izjavi ustreza vezje na sliki. Spodnji veji
ustreza izjava A A B, zgornji veji izjava AV (mA A = B), celotnemu vezju pa
izjava

AV (mAN-B)V (AAB)
Ta je nepravilna samo v primeru, ko so nepravilne izjave A, AAB in “AA-B.
Ce je A nepravilna, je A A B tudi nepravilna, ne glede na to, kaksna je B.
Izjava = A A =B je nepravilna, ¢e je =B nepravilna, torej B pravilna izjava.
Zgornja sestavljena izjava je nepravilna le takrat, ko je A nepravilna in B
pravilna izjava. Ustrezno vezje je odprto le takrat, ko je odprt preklop A in
zaprt preklop B.

Po vsem tem lahko sestavimo seznam ustreznih izrazov v jeziku vezij in
izjav logike:

preklop | izjava
obratni preklop | negacija izjave
zaprt | pravilen
odprt | nepravilen
preklopno vezje | sestavljena izjava
zaporedno vezje | konjunkcija

vzporedno vezje | disjunkcija

simultani preklopi | logi¢no ekvivalentne izjave

Primer: Skiciraj preklopno vezje, ki ustreza izjavi A < B. Kot
vemo, je ta ekvivalentna izjavama

(FAVB)A(AV-B) in (AAB)V(-AA-B)

Dvomljivci lahko preverijo ekvivalentnost izjav na primer z resni¢nostno
tabelo. Dani izjavi ustrezata preklopni vezji
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Naloge:

1. Skiciraj preklopni vezji, ki ustrezata ekvivalentnima izjavama
(AVB)AC in (ANC)V(BACQ)
(glej tabele na stran 6)
2. Skiciraj preklopni vezji, ki ustrezata ekvivalentnima izjavama
(AAB)VC in (AVC)A(BVO)
3. Skiciraj preklopno vezje za izjavo A Y B.
4. Skiciraj preklopno vezje za izjavo A = B.

Resitve:

1.
A A—C
w2 en n [
B B———C
2.
A——RB A B
LT L
C C C

3. Izjavo AY B najprej zapisemo v normalni obliki kot (AV B)A(=AV—B)

ali pa kot (A A B) V (A A —B), nato pa skiciramo ustrezni preklopni
vezji.

A A A =B
(I S I e i I o
B B A——B

4. Uporabimo dejstvo, da je implikacija A = B logi¢no ekvivalentna

izjavi AV B.
A
no "
B



30

6. Sklepanje

Izjava B je logi¢na posledica izjav A1, Ao, ..., Ay, natanko takrat, ko za
vsak nabor vrednosti enostavnih izjav velja: ¢e so vse izjave Ay, Ag, ..., A,
resni¢ne, potem je resni¢na tudi izjava B. Taksni trditvi o logi¢ni posle-
dici re¢emo sklep in jo simbolno zapisemo Aj, Ag,..., A, E B. Izjavam
A1, Ag, ..., A, reCemo predpostavke (premise), izjavi B pa zakljucek sklepa.
Naslednja tabela nam prikazuje veljavnost (pravilnost) sklepa p < ¢, q = p.
V edini vrstici, kjer sta premisi resni¢ni, je resnicen tudi zakljucek.

plalpealq|p
11 1 |11
110 0o |01
0/1] 0 |[1]0
ojo] 1 |o]o

Dokazimo dva pomembna nac¢ina sklepanja: A = B = C natanko takrat,
ko A, B = C (pravilo pogojnega sklepa).

Dokaz. Naj velja A = B = C in naj bosta A in B resni¢ni. Ker je
B = (' resnitna izjava in je B resniCna, je resni¢na tudi izjava C.

Obratno, naj velja A, B = C in naj bo A resnicna izjava. Ce je tudi B
resnicna, je resni¢na tudi C. Potem pa je resni¢na tudi izjava B = C.

A,—A | B (iz protislovne mnozice izjav izhaja karkoli). Dokaz sledi
iz definicije sklepa, saj v tem primeru vse predpostavke niso resniéne. Ce
zelimo pokazati, da sklep ni veljaven, moramo poiskati taksen nabor vredno-
sti enostavnih izjav, da bodo vse premise resnicne, zakljucek pa neresnicen.
Pokazimo, da p = ¢ = g = p ni veljaven sklep. V tretji vrstici je predpo-
stavka resnicna, zaklju¢em pa ne.

Plq|pP=4q|q9=DP

111 1 1

110 0 1

01 1 0

0|0 1 1
Naloge:

1. Pokazi pravilnost sklepov:
a) p= q,p E ¢ (modus ponens)
b) p = ¢,~q¢ = —p (modus tollens)
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¢) p < ¢,—q = —p (modus tollens za ekvivalenco)
p=rq=rEpVqg=>r
2. Pokazi nepravilnost sklepov:
a)p=q,qFp
b) p=q,~p ¢
c) p=qfE-(p=q)

Resitve:

1. ¢)
plgqlr|\p=>r|qgq=>r|pVqgq=>r
111 1 1 1
11110 0 0 0
1/0(1 1 1 1
11010 0 1 0
0111 1 1 1
01110 1 0 0
0/0]|1 1 1 1
0100 1 1 1

2. b)
plg|p=q|p|q
1|1 1 0 0
110 0 0 1
01 1 1 0
0]0 1 1 1

7. Metoda semanti¢nih dreves (tabel)

Ni boljsega nacina za urjenje mozganov od reSevanja logi¢nih nalog. Taksne
naloge so ponavadi zastavljene v pogovornem jeziku, zato od resevalca zah-
tevajo razumevanje jezika in obvladanje sklepanja. Cim bogatejsi je jezik,
lazje je zastaviti kratko, a tezko nalogo. V tem sestavku se bomo ukvarjali
z nalogami, v katerih metode sklepanja ne presegajo t. i. izjavnega racuna.
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Uporabili bomo metodo semanti¢nih dreves.

Naloge, ki jih bomo resili, si bomo izposodili iz knjige R. Smullyana: The
lady or the tiger? Prevod je izSel pri DZS.

Inspektorja Craiga so poklicali, da bi pregledal nekaj umobolnic, za katere
so sumili, da v njih ni vse v redu. V bolnignicah so bili le pacienti in zdrav-
niki. Nekateri od ljudi so bili popolnoma prisebni, tako da so vedno govorili
resnico, ostali pa popolnoma neprisebni, tako da so vedno govorili neresnico.

1. V prvi bolnisnici je Craig govoril lo¢eno z Jonesom in Smithom.
" Kaj veste o Smithu?” je vprasal Craig Jonesa.
” Zdravnik v bolnisnici je,” je odogovoril Jones.

Nekaj minut kasneje je Craig vpraSal Smitha o Jonesu.
” Pacient je,” je odogovoril Smith.
V tej bolnisnici je nekaj narobe. Kaj?

2. V drugi bolnisnici je Craig srecal ¢loveka, ki je izjavil nekaj taksnega,
da je Craig sklepal, da gre za prisebnega pacienta, da torej ne sodi v
bolnisnico. Kaj je ta ¢lovek rekel?

3. V tretji bolnisnici je neki ¢lovek izjavil nekaj taksnega, da je Craig
sklepal, da gre za neprisebnega zdravnika. Kaj je ta ¢lovek rekel?

4. 'V cetrti bolnisnici je Craig srecal dva cloveka, A-ja in B-ja. A je
menil, da je B nepriseben, B pa, da je A zdravnik. Craig se je zavzel,
da enega od njiju odstranijo iz bolnice. Katerega?

Pri metodi sematnicnih tabel Zelimo doseéi, da bodo vse izjave v neki dani
mnozici resni¢ne. Pri sestavljenih izjavah ukrepamo takole:

Resnica Neresnica
AANB
_ -(A N B)
A
B
-(AV B)
AV B _

-A
Al| B
-B
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-(A= B
A
-A | B
-B
As B -(A < B)
Al —A -A| A
B | -B B | =B
—(=4)
A

Prva kolona nam daje pogoje za resni¢nost, druga pa pogoje za neresni¢nost
sestavljene izjave.

Npr.: izjava A < B je resni¢na, Ce sta A in B resnicni ali pa ¢e sta A in B
obe neresni¢ni. Ali pa: izjava A = B je neresni¢na (—(A = B) resni¢na),
Ce je A resni¢na, B pa neresni¢na. Zadnjega pravila, da je —A neresni¢na,
¢e je A resnicna, eksplicitno ne bomo zapisovali.

Uvedli bomo naslednje oznake:

e Sy za dejstvo, da je oseba NN prisebna, oziroma samo S, ¢e nastopa
samo ena oseba.
Ce oseba ni prisebna, piSemo seveda —.Sy.

e Py pomeni, da je N pacient.
- Py pomeni, da N ni pacient, torej je zdravnik.

Recimo, da oseba N izjavi, da velja X. Ce je N prisebna oseba, potem je
X resnica, ¢e pa N ni prisebna oseba, potem je X neresnica. Zadnji dve
dejstvi lahko skupaj zapiSsemo simboli¢no:

(Sy = X) A (=Sy = —X)
ali ekvivalentno:
(Sv = X) A (X = Sn)
to je
Sy & X
Pogoje prve naloge lahko zapiSemo:

SJ(ones) And _‘PS(mith)
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Ss<:>PJ

Ce zelimo napraviti obe izjavi resni¢ni, imamo naslednje moznosti:

Sy =Sy
-Pg Pg
Sg | =Sg Ss | =Ss
Py | =Py Py | —Py

To pa pomeni, da v odvisnosti od situacije velja ena od izjav:

1. Da je Jones priseben pacient.
2. Da je Smith nepriseben zdravnik.
3. Da je Smith priseben pacient.
4. Da je Jones nepriseben zdravnik.

V vsakem primeru je v bolnisnici nekaj narobe.

Recimo, da je oseba, ki jo je Craig srecal v drugi bolnisnici, izjavila X. Po-
tem Craig ve
Se X

(Ce oseba govori resnico, je X resnica, ¢e oseba govori neresnico, potem je
X neresnica). Iz te izjave je Craig sklepal, da je ta oseba priseben pacient,
torej

SAP

Ce iz neke izjave logi¢no sledi neka druga izjava, to pomeni, da ni mogoce,
da bi bila prva resni¢na, druga pa neresnicna. Torej iz prve izjave in negacije
druge sledi protislovje. Mnozica izjav

{§& X,-(SAP)}

mora biti protislovna. Lahko pa je ze sama mnozica {S < X} protislovna.
To se zgodi, ¢e je X kar =5, Ce je torej oseba izjavila, da govori neresnico.

TO, KAR GOVORIM, NI RESNICA.

To pomeni, da ze sama formulacija naloge vsebuje protislovje, zato to moznost
izpustimo. Tabela za obe izjavi izgleda takole:
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S -S

X -X
-S| P | S|P
1 2 3 4

Vsaka veja mora vsebovati protislovje, prva ga ze vsebuje. Druga veja bo
vsebovala protislovje le, ¢e iz X sledi vsaj eno: =S ali P. Torej

X=-5SVP (1)
Tretja veja bo vsebovala protislovje, ¢e bo iz =X sledilo S,
-X = 5.
Zaradi Cetrte veje mora biti
-X=SVP.

Vendar je, Ce je izpolnjen pogoj =X = S, avtomati¢no izpolnjen tudi pogoj

-X=S5VP.
Veljati mora torej
-X = § oziroma -5 =X (2)
oziroma skupaj z (1):
(S=XAX=-SVP) (3)

Resitev =S ne pride v postev, ostane le

-SV P ali ekvivalentno —(S A —P).
To pomeni, da je oseba izjavila:
NISEM PRISEBEN ZDRAVNIK.
(ali nekaj, kar je logi¢no ekvivalentno temu).
V tretjem primeru je Craig iz S < X logi¢no izpeljal =S A —P. Semanti¢na
tabela za pogoj, da je prva izjava resni¢na in druga neresnicna, je:

S -5
X -X
S|P|S|P
112]3]4
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Prva veja zahteva X = =9, druga X = =SV —P. Ce je prvi pogoj izpol-
njen, je tudi drugi avtomatic¢no izpolnjen. Tretja veja ze vsebuje protislovije,
Cetrta pa zahteva =X = SV =P oziroma =S A P = X. Torej skupaj

("SAP=X)A(X = -S).

Resitev je =S A P, se pravi, da je oseba rekla
SEM NEPRISEBEN PACIENT.

Cetrti primer vsebuje pogoja
S4 < S (1)
Sp & Py (2)

Tabelo nadaljujemo takole

Sa =54
-Sp Sp
Sp | S| Sp | =SB
“Pa| Pa | 7Pa| Pa
1 2 3 4

Veji 1 in 4 vsebujeta protislovje (Sp, =Sp). Druga veja pravi, da je A pri-
seben pacient. Tretja pa, da je A nepriseben zdravnik. Tako v enem kot v
drugem primeru A ne sodi v bolnisnico.

Naloge:

1. Preveri resitve druge in tretje naloge z obi¢ajnim sklepanjem.

2. Poiséi z metodo semanti¢nih tabel vse taksne formule X, za katere je
(pAg)=r)=~(XV(g=r)) e X

tavtologija, to je, resnica za vse mozne vrednosti osnovnih izjav.
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II. Kvantifikatorja

1. Zgradba izjav in predikati

Vpeljava kvantifikatorjev nam omogoca, da simboli¢no zapisemo izjave, v
katerih nastopajo fraze ”za vsak”, "noben”, ”vsaj en” ipd. Spoznavamo od-
nose med kvantifikatorji in izjavnimi povezavami. V simbolizmu zapisujemo

izreke in definicije matematike.

1.1 Posamicne izjave. Izjave, zapisane s spremenljivkami

Vzemimo, da se ta trenutek ukvarjamo z lastnostmi naravnih stevil. To
mnozico bomo imenovali pogovorno podrocje (PP). Posamezna naravna
Stevila imajo Se dodatne lastnosti, med njimi veljajo doloceni odnosi, npr.:

7 je prastevilo.

Stevilo 5 deli tevilo 10.

Stevilo 7 je za 2 vecje od Stevila 5.

Razlika Stevil 8 in 5 je enaka vsoti Stevil 1 in 2.

V prvem primeru gre za lastnost stevila 7, v drugem za odnos med
Steviloma 5 in 10, v tretjem za odnos med tremi Stevili in v Cetrtem za
zato jim re¢emo posamiéne izjave.

V sploSnem primeru posamicna izjava govori o odnosu med n reémi.
Vsaka re¢ je v izjavi zastopana z imenom, odnos pa v izjavi predstavlja
predikat. Za pomembnejSe odnose si v matematiki izberemo posamezne
znake. Tako drugo izjavo iz seznama zapisemo 5 | 10.

Ce bi se nam tudi drugi trije primeri zdeli dovolj pomembni, bi uvedli
posebne znake in pisali

P(7) V(7,2,5) R(8,5,1,2).

Ce pa ne bi uvajali dodatnih znakov, bi zadnji dve izjavi lahko kljub
temu zapisali simboli¢no

7T=2+4+5 8§—56=1+2.

V splosnem se dogovorimo, da bomo odnos med n re¢mi ay, ao, ..., a, iz
pogovornega podrocja zapisovali

S(ay,ag,...,ay) ali Sajay...ay
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ter brali
”Reéi a1, a9,...,a, so v odnosu S.”
ali
”"Med re¢mi a1, as,...,a, velja relacija S.”

V primeru n = 1 pa re¢emo "Re¢ a; ima lastnost S.”

V matematiki obicajno dvomestne odnose zapisujemo tako, da znak za
odnos stoji med obema imenoma, torej bomo dvomestne odnose zapisovali
tudi takole: a;Pag. Znaki za odnose vezejo mocneje kot izjavne povezave.

Vaja.
1. Nastej nekaj lastnosti in odnosov med Stevili, tockami, premicami.
Za katere odnose smo izbrali posebne simbole?
2. V oznakah iz prejsnjih primerov ugotovi, katere izmed naslednjih izjav
SO resnicne:
a) P(5) ¢) V(2,7,5) f) R(85,21)
b) P(8) d) V(9,3,6) g) R(538,21)
c) P(31) e) V(9,3,5) h) R(9,5,2,2)
Posamicne ali singularne izjave lahko povezujemo z izjavnimi poveza-
vami. S tem se izognemo uvajanjem dodatnih simbolov. Toda tudi taksne

izjave govorijo le o posameznih rec¢eh, so torej Se vedno singularne izjave. Za
matematiko pa so znacilne takele izjave (o teh ve¢ v naslednjem razdelku):

r+y=y+x z|lyANylz=z|z
z(y+z2) =xy+zz plg=qlp
Iz prve izjave sledijo izjave

1+2=2+41 r+1l=1+2z
24+3=3+2 r+y+z2)=Wy+z2) +=x

Seveda imajo ti simboli¢ni zapisi smisel samo za tistega, ki ve, kaj po-
menijo posamezni znaki in na katero mnozico se nanasajo spremenljivke.

V naSem primeru je zaloga vrednosti spremenljivk x,y in z mnozica
naravnih Stevil, zaloga vrednosti spremenljivk p,q in r pa mnozica vseh
premic v neki ravnini.

Veliko stevilo matemati¢nih izrekov ima obliko

AiNASN...NA, = B

Kot vemo, jih dokazemo tako, da izhajamo iz predpostavk Ay, A, ..., A,
in izpeljemo B z uporabo matemati¢nih zakonov.
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Primer: Dokazimo: |z — 1] < & = |z — 1| < &, kjer je =

10
nenegativno realno stevilo.

Dokaz:
Ljz—1< & predpostavka
2. |Vz—1]- |[Vz+1] < {5 slediiz 1 in
la? — b?| = |a —b| - |a + b]|
3. |\/5—1\<m 2 delimo z |/z + 1|
4 A < 1 sledi iz 1 < y/z +1
5. Vr—1]< & sledi iz 3 in 4 zaradi

a<bAb<c=a<ec

Primer: Dokazimo: 2% > 2k + 1 = 21 > 2(k + 1) + 1, kjer je
k poljubno naravno Stevilo.

Dokaz:
1. 28 > 2k +1 predpostavka
2. 228> 2(2k 4+ 1) neenac¢bo 1 pomnozimo s Stevilom 2

3. 281 > 2(k + 1) + 2k  preuredimo enacbo 2
4. 281 > 2(k+1)+1  slediiz 3 in 2k > 1

Naloge:
* 1. Dokazi: a) |z —xg| < 0,1 = |22 — 2z¢| < 0,2
b) |z — 1] < 15 = Wz — 1| < 135
|z — 1] < 3956 = V2 — 1| < 1055

lz—4] <35 = |V -2/ < %

C

)
)

)¢

d) [z —4| < 15 = V2 — 2| < 555

e) \x—4|<ﬁ:>]\/5—2\<floo

2. Zapisi simboli¢no naslednje trditve:
a) Ce je vsota kvadratov dveh stevil enaka 0, sta obe Stevili enaki 0.
b) Ce je produkt dveh stevil enak 0, potem je vsaj eno od obeh stevil
enako 0.
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c¢) Ce sta dve premici vzporedni tretji, sta vzporedni tudi med seboj.

3. Imamo dve §tevili, ki nista obe enaki 0. Kaj lahko pove$ o njunem
produktu? Zapisi pogoj ”stevili a, b nista obe enaki 0” v simboliki izjavnega
racuna.

Resitve:
1.b) 1. |xr—1]<0,01 predpostavka
2. |z —1]-|v/x+1<0,01 slediiz1in |a® —b?| = |a —b| - |a + b|
0,01
3. Wz —1|< \/?U’—l—l sledi iz 2
4. |z —1]<0,01 slediiz 3 in /x+1>1

2. a) ?+y2=0=>2=0Ay=0

b) z-y=0=>2=0Vvy=0

) pllanrla=rplr
3. 'V pogovorni praksi najdemo tri moznosti za razumevanje pogoja

”Stevili a, b nista obe enaki 0”:

i) a#0Ab#0. Produkt ab # 0.
ii) a#0VYb#0(&a=0Yb=0). Produkt je 0.
iii) “(a=0Ab=0)(<a#0VDb#0).

O produktu ne moremo povedati nicesar.

Janez Gradisnik v delu ”Se znamo slovensko?” zagovarja drugo moznost
(str. 71, 72, 147).

1.2. Kvantifikatorji

Tovarigica:  Koliko je (a + b)??

Janezek: (a+b)? =a® + b2

TovariSica: To ne drzi.

Janezek: Potem je (a + b)? # a® + b,

TovarisSica: Tudi to ne drzi.

Janezek: Potem pa zakon p V —p ne velja.

TovariSica: Janezek, ze tretji¢ si ga polomil.
Zakaj je prislo do nesporazuma?

Kje ti¢i nesporazum med Janezkom in tovariico? Tovarisica sklepa ta-
kole: Ce vzamemo a = 1 in b = 1, ne velja (a + b)?> = a®? + . Ce pa
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vzamemo a = 1 in b = 0, potem ne velja (a + b)? # a? + b?. Janezek pa
sklepa takole: Ce ne velja (a + b)? = a® + b%, potem velja (a +b)? # a® + b>.
Kako odpraviti ne sporazum?

Matematicni zakoni, kot je npr. = + y = y + =, nam pravzaprav zagota-
vljajo:

Za poljubni stevili z in y velja, da jex +y =y + x.

Po tem principu ”zakon” (a + b)? = a? + b* pomeni:

Za poljubni stevili a in b velja (a + b)? = a? + b°.

Negacija te trditve je:

Obstajata taki stevili a in b, da velja (a + b)? # a® + b?.

To pa je res. Podobno ”zakon” (a + b)? # a® + b? pomeni:

Za poljubni stevili a in b velja (a + b)? # a® + b2

Negacija te trditve je matemati¢na resnica:

Obstajata taki stevili a in b, da velja (a + b)? = a® + b?.

Ce zelimo simboli¢no zapisati omenjene izjave, si moramo za fraze ”za
poljubni stevili @ in " oziroma ”obstajata taki Stevili @ in b” izmisliti do-
datno simboliko.

Naj bo pogovorno podroéje neka neprazna mnozica % in naj bo H neka
smiselna lastnost za elemente mnozice % (recimo, da je % mnoZzica narav-
nih stevil, H pa lastnost ”biti prastevilo”). Izjavo "za vsak x velja H(x)”
oziroma ”vsak x ima lastnost H” bomo simboli¢no zapisovali

VxH(z) oziroma VaHz

Simbol V imenujemo univerzalnostni kvantifikator.
Izjavo ”obstaja tak x, da velja H(x)” oziroma ”vsaj en x ima lastnost
H” bomo simboli¢no zapisovali

JzH(x) oziroma JrHzx

Simbol 3 imenujemo eksistencialnostni kvantifikator. Tudi izraza Vz
in dz imenujemo kvantifikatorja. Izjava, ki se zaCenja z univerzalnostnim
kvantifikatorjem, je univerzalna izjava, izjava, ki se zacenja z eksistenci-
alnostnim kvantifikatorjem, pa je eksistencialna izjava.

V zapisu Vo H (x) je zapis H(x) podroc¢je delovanja kvantifikatorja V.
Kadar je zapis H(x) sestavljen s pomocjo izjavnih povezav, moramo upo-
rabiti oklepaje in zapisati na primer Vz(Pz A Qz), ker Ve Px A Qx pomeni
(VxPx) A Qz in je zadnje nastopanje spremenljivke z izven podroc¢ja kvan-
tifikatorja Vx. Dogovorimo se torej, da kvantifikatorji vezejo mocneje od
izjavnih povezav.
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V izjavi VxH (z) lahko nastopajo Se drugi kvantifikatorji, ki so v za-
pisu H(x). Kvantifikator Vz je glavni kvantifikator in ga v matematiki
obic¢ajno izpus¢amo.

Kadar zapisujemo izjave v aritmetiki, se nam lahko zgodi, da postanejo
zgornji zapisi nepregledni. Takrat uporabimo Se dvopicje, ki kvantifikatorje
lo¢i od drugih zapisov, ter oklepaje.

Tako namesto 3z = > 0 pisemo Iz : = > 0 ali Jz(x > 0) in namesto
Vz x = x pisemo Vz : z = z ali Vz(r = x).

Primer: Pogovorno podrocje je mnozica naravnih stevil, lastnost
P pa ”biti prastevilo”. Vsako izjavo pogovornega jezika zapiSimo Se

simboli¢no:

Vsako naravno stevilo je prastevilo. VzP(z)
Vsaj eno naravno Stevilo je prastevilo. JzP(z)
Nobeno naravno stevilo ni prastevilo. Vz—P(x)
Ni res, da obstaja vsaj eno prastevilo. —3JxP(x)
Vsaj eno naravno Stevilo ni prastevilo. Jz—P(x)
Ni res, da je vsako naravno stevilo prastevilo. —VaP(x)

S tretjo izjavo povemo isto kot s ¢etrto. Prav tako peta izjava
pove isto kot Sesta.

Vaja: Poseben problem v slovenskem jeziku pa so taksne izjave:
Vsako naravno Stevilo ni prastevilo.
Ni vsako naravno Stevilo prastevilo.

Ni res, da je vsako naravno Stevilo prastevilo. Kako bi prevedel te izjave
v logi¢no simboliko?

Izjave s kvantifikatorji lahko izrazimo tudi v jeziku mnozic:

VeH(z) < {x;H(z)} =% —JzH(z) < {z; H(x)} =0
JxH(z) < {z;H(z)} #0 Jx—H(z) < {x;-H(z)} # 0
Ve—-H(z) < {z;-H(x)} =% VzH(z) < {z;Hx)} #U%

Prva ekvivalenca pravi, da imajo vsi z pogovornega obmocja lastnost H

natanko tedaj, kadar se mnozica re¢i z lastnostjo H ujema s pogovornim
podroc¢jem.

Vse skupaj lahko ponazorimo z Vennovimi diagrami. Pogovorno po-
drocje ponazorimo s tockami pravokotnika
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II 4

Podrogje I na sliki ponazarja mnozico {x; H(x)}, podrocje II pa mnozico
{z;-H(x)}. Ce neko podro¢je zaznamuje neprazno mnozico, bomo to na
diagramu prikazali z znakom +. Nasprotno, ¢e je podrocje prazno, ta del
diagrama osenc¢imo.

Resni¢nost in neresni¢nost izjav s kvantifikatorji podaja naslednja tabela

@
VaH (x)
- | [O] [@
- [@]][©
N ——————
Jdx—H (x) ‘ : ’ e

Izjava VxH(x) je resni¢na natanko tedaj, kadar je mnozica {z;—H(z)}
prazna, to pa pomeni, da je ta mnozica na diagramu osencena. Izjava
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VaxH(z) pa ni resni¢na, ¢e mnozica {z;—H(x)} ni prazna, se pravi, da je
na diagramu zaznamovana s +. Podobno ugotovimo v drugih treh primerih.

Vaja: Ugotovi pravilnost tabele za ostale tri primere. Kako se med seboj
razlikujeta diagrama za resni¢nost in neresni¢nost neke izjave?

Iz tabele razberemo, da je izjava Vo H (x) resni¢na natanko tedaj, kadar
je izjava Jz—H (z) neresni¢na. To pa pomeni, da je ena negacija druge:
-V H (r) < Jx—H(x)
—3Jx—H (z) & Vo H (z)
Podobno ugotovimo
—3JxH(x) & Ve-H (z)
~Va—-H (z) < 3zH(z)
Pravili, podani v prvem in tretjem zapisu, sta zakona negiranja kvanti-
fikatorjev, druga ekvivalenca nam pove, da lahko univerzalnostni kvantifi-

kator definiramo z eksistencialnostnim kvantifikatorjem, cetrta ekvivalenca
pa izraza eksistencialnostni kvantifikator z univerzalnostnim.

Vaja: Pogovorno podrocje je mnozica naravnih Stevil, S(z) = x je sodo
Stevilo.

Zapisi simboli¢no naslednje izjave in ugotovi, katere izmed njih so resni¢ne.
Narisi tudi ustrezne diagrame.

a) Vsako stevilo je sodo. d) Vsaj eno stevilo je sodo.
b)

¢) Vsako stevilo ni sodo. f) Ni res, da nobeno stevilo ni sodo.

Nobeno stevilo ni sodo.  e) Ni res, da je vsako stevilo sodo.

¢) Vsaj eno stevilo ni sodo.

Primer: Pogovorno podrocje je mnozica naravnih Stevil. Zelimo

vpeljati nove znake za relacijo ”...deli ...” in za lastnosti ”...je

prastevilo” ter ”...je sodo §tevilo”. To naredimo z definicijami:

Stevilo m deli stevilo n natanko tedaj, kadar obstaja taksno stevilo
k, da velja n = km.

V simboli¢ni obliki jo zapiSemo takole:

Vmv¥n(m | n < 3k(n = km))
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oziroma po dogovoru o izpuscanju univerzalnostnega kvantifikatorja,
ki se nanasa na celoten zapis:

m | n< Jk(n=km).
Definicijo

”Stevilo n je prastevilo natanko tedaj, kadar je deljivo le z ena in
samim seboj in je razli¢no od ena.”

zapiSemo

Pn)eVkk|n=k=1Vk=n)An#1

Kdaj torej n ni prastevilo? Ce velja

n=1V3kk|nANk#1Nk#n)

Stevilo je sodo, ¢e je deljivo z 2.
S(n)<2|n ali
S(n) < Jk(n = 2k)

Primer: Za mnozico &/ retemo, da je podmnozica mnozice 4 na-
tanko tedaj, kadar je vsak element mnozice 7 tudi element mnozice
%. To simboli¢no zapisemo

I CHBNVNe(v € =xeB)

Kdaj neka mnozica & ni podmnozica mnozice %7 Seveda, Ce je
izpolnjeno

dx(x € I Nx & B)

Enakost mnozic je podana z definicijo
o =B SNVNe(v e d & xeB)
Torej sta mnozici 7 in Z razlicni, ¢e velja

Jx(r e d & v g B)
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Primer: Univerzalne izjave Vo R(z) v matematiki dokazujemo
tako, da za poljuben z dokazemo R(z). Npr., ¢e zelimo dokazati
o C B, to je Ve(r € &/ = x € A), naredimo kar tako, da pri
poljubnem z iz predpostavke x € & izpeljemo x € ZB. Dokazimo, da
velja

AN\NBC (A \C)U(C\B)

Izrek bomo dokazali z analizo primerov (glede na to, ali je x € ¢
ali x & €). Tocke, ki se nanasajo na komutativnostne zakone, bomo

izpustili.

Dokaz.

1. zed\A

2. zeIdNxERB

3. red

4. ¢ R

5.1 xz€€Vxd€

52.1 x€%

522 x€CNx &R

523 2€C\#

524 zed\CVreC\A

525 ze (A \F)U(E\AB)

52 €€ =zc (A \C)U(¥\B)
531 x &%

532 zxzeAd Nz gEC

533 zed\C

534 zed\ECVreC\A

535 ze(F\C)U(E\ RB)

53 €€ =zxc(HA\C)U(¥\ B

5.

)
re(F\C)U(C\ RB)
red\B=>ze(Fd\C)U

(€\ %)

predpostavka pogojnega sklepa
1 definicija razlike

2 poenostavitev

2 poenostavitev

tavtologija p V —p
predpostavka pogojnega sklepa
5.2.1, 4 zdruzitev

5.2.2 definicija razlike

5.2.3 pridruzitev

5.2.4 definicija unije

5.2.1, 5.2.5 pogojni sklep
predpostavka pogojnega sklepa
3, 5.3.1 zdruzitev

5.3.2 definicija razlike

5.3.3 pridruzitev

5.3.4 definicija unije

5.3.1, 5.3.5 pogojni sklep

5.1, 5.2, 5.3 analiza primerov
1, 5 pogojni sklep

Vaja. Zapisi definicije unije, preseka in razlike.

Primer: Dokazovanje enakosti .« = % med mnozicami ponavadi
poteka tako, da izpeljemo zaporedje med seboj ekvivalentnih izjav,
izmed katerih je prva x € &, zadnja pa z € %B. Tako dokazemo
enakost

d N (BUE) = (o NB)U (A NE)
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takole:

r€EIN(ABUE) ~ zxedNre€BUE ~
~ rzeIdNTERBVTETE)~
~ (redNreB)V(red Nx€C) ~
~ zedNBNTcEANE ~
~ ze(INB)V(INE)

Pri tem je prva ekvivalenca definicija preseka, druga sledi iz defini-
cije unije, tretja je distributivnostni zakon v izjavnem rac¢unu, nato
dvakrat uporabimo definicijo preseka in na koncu $e unije.

Seveda pa bi enakost &/ = % lahko dokazali tudi tako, da dokazemo
o CHhin B C .
Naloge:

1. Zapi8i v simbolizmu naslednje izjave. Pred tem dolo¢i pogovorno
podrogje:

a)

Garaza
Janez je ugotovil:

Vsaka toc¢ka na desnem robu av-
tomobila ne opise iste krivulje,
kot jo opise tocka A. (Tx < x
je tocka, ki opise isto krivuljo kot
tocka A.)

b) (Sz < x te sovrazi,

VSAK TE NE SOVRAZI! Pz ¢ x te pozna)
VSAK TE NITI NE POZNA.
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K+ K+1

Kdaj se bo iztekel program?

3. Ali smo pravilno razumeli izjavo Va(=Vy(z = y)). Ce smo prebrali:
Vsako naravno Stevilo x ni enako vsakemu naravnemu stevilu y.

4. Preberi tale odstavek:

Recimo, da pomeni A izjavo "V trikotniku sta dve stranici enaki”, B
pa izjavo "V trikotniku sta dva kota enaka”. Iz geometrije vemo, da je
implikacija ”Ce sta v trikotniku dve stranici enaki, potem sta v trikotniku
dva kota enaka” pravilna. Logi¢na ekvivalenca A = B ~ =B = —A pa nam
pove, da je pravilna tudi implikacija ”Ce v trikotniku dva kota nista enaka,
potem v trikotniku dve stranici nista enaki”.

Ali je negacija izjave "V trikotniku sta dve stranici enaki” izjava "V
trikotniku dve stranici nista enaki”?

5. Kaj pomeni za pisca naslednjega odstavka izraz ”Vsi ...niso ...”?
”Vsi kmetje v Sloveniji niso pla¢niki kmeckega zavarovanja” — to pomeni,
da nekateri kmetje so pla¢niki, drugi niso, torej niso vsi.

6. Pogovorno podroc¢je je mnozica naravnih Stevil. Katere funkcije ozi-
roma relacije so definirane z naslednjimi izjavami:
a) w= D(k,n) < Vili |kANi|n=i|lw)Aw|kAw|n
b)w=V(k,n)<k|lwAn|wAVik|iAn]|i=w<i)
c) T(k,n)=VYi(i|kNi|n=1i=1)
Naj bo P neka lastnost, ki velja za naravna stevila in izpolnjuje pogoj P(1)A
Vi(P(i) = P(i +1).
Ali velja ViP(i)?



49

* 7. Dokazi
a) A UB =RBU .o f) o\ (BUEC)= (o \ B)N(F\C)
b) ¥ NB=BNA g) A\(BNE)=(F\B)U(A\F)
¢) AUD=of h) o\ (o \ B) = NB
) ANO=0 DA IB=od U (B\A)
d) U(BNE)=(FUB)N (L UF) HNAN(B\NA)=0

e) (FUB)NA =

* 8. Dokazi
a) A CB=AdUVECCABUIE O A CHBNEC S A CABNA CE
b))/ CAB=AdNECABNE A CHB= (C\B)C(¢\F)

) AUB=ANB= o =B
*x 9. Dokazi (&' = {x;x & &/}, % je pogovorno podrocje)

a) (A NAB) =" UA ¢) A VA =U

b) (Z UB) ="' NA d) gdnNna’ =0

c) (" = ) INBCECod CHUE
Resitve:

Vaja (str. 42). Problem takih izjav, kot so:

Vsako naravno Stevilo ni prastevilo.

Ni vsako naravno Stevilo prastevilo.

Ni res, da je vsako naravno Stevilo prastevilo.
kogar” istega avtorja (str. 294), od koder je vzeta naloga 5. Gradisnik
zagovarja resitev, ki bi se za prvi dve nasi izjavi glasila xP(x) A 3-P(x).

Ena moznost je, da nastete izjave pomenijo isto, in sicer v prevodu v
simboliko =VP(z) ali, kar je isto, Jx—P(z). V resitvah podobnih nalog
bomo navajali taksno resitev.

1. a) ~—VaTx PP = mnozica totk na desnem robu avta
b) —VaSz PP = mnozica ljudi
-V Pz
2. JkR(k) PP = mnozica naravnih stevil

3. Morali bi prebrati:
Nobeno naravno Stevilo ni taksno, da je enako vsakemu naravnemu
Stevilu.
4. ”Ni res, da sta v trikotniku dve stranici enaki” pomeni ”Nobeni dve
stranici v trikotniku nista enaki”.
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V enakokrakem neenakostrani¢nem trikotniku imamo dve stranici enaki
in imamo tudi dve neenaki stranici.

5. Ce je pogovorno podrocje mnozica slovenskih kmetov, izjava ”Vsi
kmetje v Sloveniji niso pla¢niki zavarovanja” pomeni za pisca dxZxAJr—-ZLx,
kjer Zx pomeni, da je kmet x zavarovan.

6. a) D(k,n) je najvecji skupni delitelj stevil & in n.

b) V(k,n) je najmanjsi skupni veckratnik stevil k in n.
c¢) T(k,n) pomeni, da sta si k in n tuji Stevili.

7. Pri nalogah, kjer nastopa prazna mnozica, moramo upostevati
z € 0 & 0. To je sicer samo po sebi razumljivo, lahko pa to izpeljemo
iz definicije prazne mnozice. Zaradi tavtologije 0 = p je treba dokazati le,
da predpostavka x € () pripelje do protislovja.

Definicija: 2 =0 < Ve(z & Z)

Naj bo z € (), potem velja = € (). Imamo torej protislovje.

a)redIUB~redVNreEB~reEBVred ~reEBUYA

cJredUD~zedVrel~red

d)z e JU(BNEC)~x € IVNx € (BNC)~z eIV (x € BNre€E)~
~redVreB)N(redVreC)~redUBNrEAUE ~
~re(AUB)N (A UE)

fYz e I\ (BUE)~x c ANt & (BIEC)~x e dNxg BN gE)~
~red N EB)N(xre AN gEC)~xeEA\NBNxEA\C ~
~re(A\NB)N(A\C)

h)yze I\(A\B)~x e dNe g (A\B)~zv e dNaxgIVr € RB)~
~redNecgd)N(redNeveB)~0VeedNAB~x e dNA

redN(B\A)~recdNoveB\A ~recdNevecBNeEd ~

zel

8.d) l.zed =xecA predpostavka &/ C A
21z €€\ A predpostavka pogojnega sklepa
22 €% 2.1 poenostavitev
23x ¢ A 2.1 poenostavitev
24x & o 2.3, 1 modus tolens
25x€C\ A 2.2, 2.4 zdruzitev
222€C\B=2xc%\ o 21,25 pogojni sklep
C\NBCEC\ A 2 definicija razlike

9.a) ze(dNB) ~egdVNegB~red'VeeRB ~ved VA
c) ze(d)~eg A ~~wed ~x e
d) zegdnd ~zedNedd ~0~ze
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1.3. Vrstni red kvantifikatorjev in pogojni kvantifikatorji

Vrstni red kvantifikatorjev. Preberimo naslednje pare izjav:
Za vsako naravno Stevilo obstaja vsaj eno

stevilo, ki je veéje od prvega. Vody(y > z)
Vsaj eno Stevilo je vecje od vsakega naravnega
stevila. v (y > x)

Za vsako naravno §tevilo x in za vsako naravno
Stevilo y velja: x < y ali x > y.
Za vsako naravno Stevilo y in za vsako naravno

VaVy(lx <yVaz >vy)

Stevilo x velja: x < y ali x > y. YyVz(x <y Vaz >vy)

Za vsaj eno naravno Stevilo z in vsaj eno na-
ravno Stevilo y velja: x < y.
Za vsaj eno naravno Stevilo y in vsaj eno Stevilo

drIy(x < y)
x velja r < y. FyFz(z < y)

Izjavi prvega para govorita nekaj popolnoma razlicnega, prva je resni¢na,
druga pa ne. Toda izjavi v drugih dveh parih govorita eno in isto. Splosno
velja:

VaVyR(x,y) < VyVzR(z,y)

Jz3IyR(x,y) < JyIzR(x,y)
in Se

JzVyR(z,y) = YydzR(x,y)
Toda implikacija v zadnji vrstici ne velja v obratni smeri, kar sledi iz prvega
para izjav. Torej le istovrstne kvantifikatorje lahko zamenjamo.

Velja pa naslednja ekvivalenca

VadyR(z,y) < 3f VaR(z, f(z))
Recimo, da velja 3f VzR(z, f(x)). To pomeni. da obstaja taka funkcija fo,
da velja VxR(zx, fo(x)). Potem za vsak xy iz pogovornega podrocja lahko
najdemo tak yo, da velja R(xg, o). Ta yo je lahko kar fo(zo).

Da velja ekvivalenca tudi v obratni smeri, se prepri¢ajmo z zgledom v
mnozici {a1, a2, as, as}, kjer je relacija R podana s tabelo, prav tako mozna
izbira za fy.

Rlai a2 a3 au z | fo(x)
a1 0 1 0 ay | as
a 0 0 1 0 a as
as| 1 1 1 1 as | ap
a1 1 0 0 as | ag
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Primer: ZapiSimo nekaj izjav in njihovih negacij. Kot vemo, je
samo ena od obeh izjav pravilna. Katera je to? Pogovorno podrocje
je mnozica realnih stevil.

(a) VaVb(a? + 2 =0=a =0V b =0)
(a)) JaTb(a® + 2 =0A(a#O0OAb#0))
(b) Vavb(a®> + > =0=a=0Ab=0)
(b") 3aFb(a® + b2 = 0 A (a # 0V b £ 0))
(c) VaVb(ab=0=a=0Ab=0)
(¢’) Jadb(ab=0A (a A0V b+#0))
(¢) VaVb(ab=0=a=0Vb=0)
(@) 3a3b(ab=0Aa#0Ab#0)
(d) Yavb(a < b= a® < b?)
(d’) JaTFb(a < b Aa® > b?)
(e) YaVb(a® < b = a < b)
(e’) JaTFb(a® < b2 Aa >b)
(f) YaVb3c(a <b=a <cANc<b)
(f) JadbVe(a <bA(a>cVe>D))

Resnicne so naslednje izjave:

(a) Ce je vsota kvadratov 0, potem je vsaj eno stevilo enako 0.
(b) Ce je vsota kvadratov 0, potem sta obe stevili enaki 0.

(¢’) Vzemimo a = 0,b = 1, potem je ab=0A (a # 0V b # 0).
(¢) Ce je produkt enak 0, je vsaj en ¢len enak 0.

(

d’) Vzemimo a = —2,b = —1, potem je a < b A a® > b? saj je
—2<—-1N4>1.

(e’) Vzemimo npr. a = —1,b = —2. Dobimo a? < b? in a > b.

(f) Med dvema realnima steviloma vedno lahko najdemo tretje, npr.
(a+0b)/2.
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Izjave, v katerih govorimo o dveh lastnostih

Lastnosti zaznamujemo z F in G (npr. "biti sodo stevilo” in ”biti
prastevilo”). K naslednjim izjavam pripisimo njihove simboli¢ne prevode:

Vsak F' je G. Va(F(z) = G(x))
Vsaj en F je G. Jz(F(z) N G(z))
Noben F' ni G. Vo (F(z) = ~G(x))
Vsaj en F ni G. Jz(F(z) AN -G(x))

7 diagrami prikazemo resni¢nost teh izjav takole:

resnic¢na neresni¢na

Vo (F(z) = G(z))

Ve (F(x) = -G(z))

Ax(F(z) A -G(x))

Jz(F(z) A G(x)) @

slElSis

Vaja: K vsaki izjavi v tabeli pois¢i njeno negacijo.

Pogojni kvantifikatorji. V matematiki imamo pogosto opraviti z vec¢
mnozicami hkrati. V tem primeru si izberemo spremenljivke, ki zavzemajo
vrednosti iz prve mnozice, nato spet druge spremenljivke, ki zavzemajo vre-
dnosti iz druge mnozice, itd. Se bolj pogosto pa zalogo vrednosti vedno
znova omenjamo v vsaki izjavi.
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Vaja: Katere mnozice so omenjene v naslednjih izjavah:

a) K vsakemu realnemu $tevilu lahko najdemo racionalno stevilo, ki je
realnemu §tevilu poljubno blizu.

b) Med dvema realnima Steviloma vedno obstaja racionalno $tevilo.

¢) Razdalja dveh tock je realno stevilo.

V simboli¢nem zapisovanju v teh primerih uporabljamo pogojna kvanti-
fikatorja Vx € . ter dx € ., ki ju definiramo

(Ve e SVH(zx) = Va(x e = H(x))
Bz e Y)H(x) = Fz(x e S NH(x))

Pri njuni uporabi moramo paziti na to, da v prvi definiciji nastopa im-
plikacija, v drugi pa konjunkcija. Namesto pogoja oblike x € .¥ pogosto
uporabljamo tudi druga¢ne pogoje, npr. x < 0,n > m, pri ¢emer se kvanti-
fikator nanaSa na prvo spremenljivko, ki nastopa v izrazu. Po tem dogovoru
lahko zapisemo izjavi a) in b) iz vaje takole

(1) (Vz €R)(Ve > 0)(Fg€Q)jz —q| < e
(2) (VreR)(VyeR)(z#y=(3¢ecQ)z<g<yVy<qg<uz)

Izjavo (2) lahko okrajSano zapisemo tudi takole

(Vz,yeR)(z#y= (FqeQr<qg<yVy<qg<um)
ali pa
Ve eR)(Vy e R\ {z})(F¢eQx<g<yVy<qg<uz))

Vaja: Izpolni naslednji tabeli, ki se nanasata na izjavi (1) in (2):

T € q T Yy q
V20,1 V2| vV2-0,1
V210,01 V2 | V2-0,01

V2 1 0,001 V2 | V2 -0,001

V2 | 0,0001 V2 | V240,1

V2 | 0,00001 V2 | V240,01

V2 | 0,000001 V2 | V240,001

Primer: Zapisimo simboli¢no naslednjo izjavo:

Funkcija sinx ima vrednost 0 natanko takrat, ko je = oblike k,
kjer je k celo stevilo.



55
Resitev:
sine =0« (3k € Z)(x = km)
Ugotovi, zakaj ne ustreza prevod

sine =0« (Vk € Z)(x = k)

Naloge:

1. Zapisi v simbolicnem jeziku, predtem dolo¢i podrocje pogovora.

a) Nekatere trgovine vzamejo prazne steklenice, nekatere ne. (T'z = x je
trgovina, ki vzame prazne steklenice)

b) Ce ni samorogov, potem so vsi samorogi ¢rni. (Ex = x je samorog,
Cz = x je ¢rn)

¢) Vsakdo govori o vremenu, toda nih¢e ni¢esar ne naredi o tem. (Gz =z
govori o vremenu, Nx = x naredi nekaj v zvezi z vremenom)

¢) Ce je en kaznovan, potem stavkamo vsi. (Kz = x je kaznovan, Sx = x
stavka)

d) Peter ni nikdar prestrasil nikogar. (Pxzyt = x je prestrasil y v ¢asu t)

e) Nih¢e ne mara vsakogar. (Rry = = ima rad y)

f) Vsi ljudje vse vedo. (Vt = z ve, da velja t)

g) Clovek je stopil na Mount Everest. (Mz = x je stopil na M. E.)

h) Clovek je umrljiv. (Uz = z je umrljiv)

i) Drugi kiti se bojijo kitov ubijalcev. (Kz = z je kit, Uz = z je kit
ubijalec, Bxy = x se boji y-a)

j) Vsakdo ljubi nekoga kdaj pa kdaj. Vsakdo ljubi nekoga vedno. (Lzyt =
x ljubi y v ¢asu t)

2. Prevedi v pogovorno slovens¢ino naslednje simboli¢ne stavke: PP
(pogovorno podrocje) = ljudje

Sxy = oseba x sovrazi osebo y
Pzy = oseba z ve za osebo y

a) YxdySxy g) JxTFy(Szy = VaVySzy)
b) VaVy(Szy = Pxy) h) JzySzy = VaVySzy
c¢) JxIySzxy i) JaVySzy = JxSzx

¢) Va3yPxy j) YaVy(Pxy = Pyx)

d) VaVy(—Pxy = —Sxy) k) Vz3y(Pxy = Pyz)

e) JxSxx 1) JyVxPxy

)
f) JaVySaxy m) JyVeSzy
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3. Zapisi simboli¢no naslednje izjave:

a) Vsako naravno $tevilo, ki ni veéje od 10, je manjse od 11.

) Vsaj eno naravno stevilo, ki ni ve¢je od 10, je manjse od 11.

) Vsaj eno naravno $tevilo, ki ni ve¢je od 10, ni manjse od 11.
¢) Nobeno naravno stevilo, vecje od 10, ni manjse od 11.

* d) Vsako naravno Stevilo, vec¢je od 10, ni manjse od 11.

* e) Vsako naravno §tevilo, vecje od 10, ni manjse od 13.

=3

[§]

* 4. Naj bo pogovorno podroéje .# = {1 — 1/n;n € N}

Katera izjava velja?

a) (r eR)(Vy € ) (y < x) ali (Vz e R)(Jy € & )(y > x)

b) (Vz e R)(Vy € 4 )(y < x) ali (Jz e R)(Jy € A4 )(y > x)

c) Vye #)3xr e R)(y < x) ali (Jy € A )(Vx € R)(y > x)

¢) (Ve>0)3Br e Z)(1—x<e) ali (3e > 0)(Ve e Z)(1—xz>¢)
d) (Fe>0)3Fre Z)(1—-—x<e) ali (Ve >0)(Ve e Z)(1—xz>¢)
e) (Fr e #)(Ve>0)(1—x<e) ali Vo € #)(Fe >0)(1 —x >¢)
)y Ve e #) 3y e H)(x<vy) ali (Fv e Z)Vy € A)(z > y)
g) Jye A)Vr e M) (x<vy) ali Vy € A)3x € M) (x> y)
h) (Fz e #)Vy € A)(x <vy) ali Vo € #)(3y € A )(z > y)
1) (Ve >0)(Fr € &) (x <e) ali (e > 0)(Vox € A )(z > ¢€)

j) Gz € A)(Ve > 0)(x < ¢) ali (Vo € A)(Fe > 0)(z > ¢)

* 5. Naj bo pogovorno podroc¢je o = {1 + 1/n;n € N}. Katere izjave
drzijo:

a) VaVy(r <y = Fz(z < 2z < y)) ali JzTy(z < y AVz(=(z < 2 < y))
b) VaVy(z < 1Ay > 1 = 3z(z < z < y)) ali Jzdy(x < 1Ay >
1AVz(z < 2 <y))

6. Katere izjave so resnicne:

a)cosz =0« (k€ Z)(x =n/2+ kn)
b) cosz =0« (Vk € Z)(x =7/2 + k)
)tgx =0« (3k € Z)(x = k)
Jtgx=0< (Vk € Z)(x = km)
) (3x € R)(Vk € Z)(x = k)
k)
k)
km

oc o
||

o}

e) VkeZ)(Fz e R)(z =
f) (Vx e R)(3k € Z)(x #
(

g) (3k € Z)(Vz € R)(x # kn)
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7. Katere izjave so resnicne:

a) Ve e RIy e R(z -y = ) e) Jy € RVz € R(y = sinx)
b) Jye RVz € R(z -y =) f) Vy € RIr € R(y =sinx)
c) Vx € Ry € R(y? = z) g) Jy € RVz € R(y # sinx)
¢) Jy € RVz € R(y? = z) h) Jy € RVz € R(sinz < y)
d) 3y € RVz > 0(y = sinx) i) Vo € RIy € R(sinz < y)

8. Podrocje spremenljivk x in y naj bo mnozica pisateljev, podrocje
spremenljivk u, ¢ mnozica knjig, p in ¢ pa imata za zalogo mnozico zalozb.
Oznaka Zxup naj pomeni, da je pisatelj x napisal knjigo u, ki jo je izdala
zalozba p.

Definiraj naslednji relaciji:

a) Pisatelj = je napisal knjigo u(Nzxu).
b) Zalozba p je izdala knjigo u(Ipu).

Zapisi Se naslednje izjave:

c¢) Neki pisatelj izdaja vse svoje knjige pri eni zalozbi.

¢) Vsaka knjiga je izdana pri eni sami zalozbi.

d) Vsaka knjiga je izdana pri neki zalozbi.

e) Vsako knjigo je nekdo napisal.

f) Neka zalozba izdaja vsaj eno knjigo od vsakega pisatelja.
g) Nobene knjige ni napisalo ve¢ pisateljev.

h) Vsak pisatelj izda pri kaksni zalozbi vsako svojo knjigo.

Prevedi v pogovorni jezik:

i) Va3uVpZzup ) Zzup N Zaxug = p =q
j) YaVpIuZzup m) IpVaVu(IqZruq = Zzup)
k) VeIuIpZzup

9. Podrocje pogovora so ljudje. Uvedimo naslednje okrajsave: Mz =z
je moski, Rxy = z je roditelj y-a, Pxy = x je prednik y-a. Zapisi definicije
naslednjih lastnosti in relacij:

a)  je zenska. (Zr) ¢) x je otrok y-a (Dxy)
b) x je oce y-a (Oxy) d) x je sin y-a (Fxy)
¢) = je mati y-a (Szy) e) « je brat y-a (Bzy)

* 10. Podrocje pogovora je mnozica

M={1—-1/n;neNtU{l+1/n;neNAn>1}U{3—-1/n;n e N}
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Zapisi simboli¢no naslednje izjave z uporabo znakov < in =.

a) V . ni najvecjega Stevila.

b) Vsako stevilo ima neposrednega naslednika.

¢) Vsako stevilo ima neposrednega predhodnika.

¢) Vsako stevilo ima neposrednega naslednika, ¢e le ni najmanjse.

Katere od teh izjav veljajo?

Definiraj funkcijo S(x) = neposredni naslednik z-a (v .Z).
Poisci taksno lastnost P, za katero bo veljalo P(0)AVz(P(z) = P(S(z)))
in hkrati =VazP(z).

Resitve:

1. a) Ce sta premici pravokotni na tretjo, sta vzporedni.

b) & a)

¢) Ce neka premica seka eno od dveh vzporednic, seka tudi drugo.

¢) Ce je tretja premica vzporedna eni izmed dveh vzporednih premic, je
vzporedna tudi drugi.

d) ¢

e) Ce sta premici vzporedni tretji premici, sta vzporedni tudi med seboj.

f) & e) < d)

2. a) Ce je totka y med tocko z in tocko z, je y ista tocka kot x.

b) Ce je tocka y med totkama x in u in je tocka z med tockama y in u,
je tocka y med tockama x in z.

c¢) Ce je tocka y med z in z in hkrati med 2 in v in je y razliéna od z,
potem je tocka z med z in u ali pa je tocka v med x in z.

¢) Razdalja tock x in y je enaka razdalji tock y in x.

d) Ce je razdalja tock z in y enaka razdalji tocke z od nje same, potem
je x isto kot y.

e) Ce je tocka t med x in u in je tocka u med y in z, potem obstaja taka
tocka v, da je v med x in y in je tocka t med z in v.

f) Za dane tocke x,y,u in v lahko vedno najdemo tocko z, tako da je
tocka y med z in z in da je razdalja tock y in z enaka razdalji tock u in v.

g) Obstajajo tri tocke, ki niso na isti premici.

h) Lzyz < Bxyz V Byzz V Bxzy

i) Kxyzt < Dxyyz A Dyzzt A Dztte A Dxzty

j) Rryuv < Jt(Bayt Ny # t A\ Dxtuv)

k) Vazyzt < Fudv3iwIs(Bruy A Bxvy A Bzwt A Bzst A Duvws A Duwwvs A

u # v)
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3. b)

4. a) PP = {a;, as}, resni¢na naj bo samo enostavna izjava Fa;. Potem
sta Ve Fz in VxGx obe neresni¢ni, Ve Fr < VxGr pa resnicna. Fay < Gaq
ni resnicna, zato Vz(Fx < Gx) ni resni¢na.

b) PP = {a;, as}, resni¢ni naj bosta samo Faj in Gas. Potem sta resni¢ni
JxFz in 32Gx, ne pa Jx(Fzr < Gr).

1.4. Kvantifikatorji in izjavne povezave

Eksistenéni pogoj in pogoj enolicnosti. V ravninski geometriji ve-
ljata naslednja dva izreka:

(1) Skozi poljubno toc¢ko v ravnini lahko potegnemo vsaj eno premico,
ki je vzporedna dani premici.

(2) Skozi poljubno tocko v ravnini lahko potegnemo kve¢jemu eno pre-
mico, ki je vzporedna dani premici.

Prvi izrek nam zagotavlja eksistenco vsaj ene premice, drugi pa pravi,
da je premica ena sama ali pa je sploh ni.

Oba izreka lahko zdruzimo v enega:
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(3) Skozi poljubno toc¢ko v ravnini lahko potegnemo natanko eno pre-
mico, ki je vzporedna dani premici.

Te tri izreke zapisimo simboli¢no, pri tem pa se dogovorimo, da bo za-
loga spremenljivk A, B, C, ... mnozica toCk v ravnini, zaloga spremenljivk
D, q,7, ... pa mnozica vseh premic v isti ravnini.

(1) VAVpIq(A € g A q | p)
(2) VAVPVgVr(A€gNhg||pNAETAT || p=q=T)

Konjunkcijo obeh izjav okrajSamo

VAVpIlg(A € qAq | p)
Jlx preberemo: ”obstaja natanko en z, tako da ...’

)

Pogoju (1) recemo eksistenéni pogoj in pogoju (2) pogoj o enoli¢nosti.

Vaja: Zapisi simboli¢no naslednje izjave, ustrezne eksisten¢ne pogoje in po-
goje o enoli¢nosti in ugotovi resni¢nost ali neresni¢nost izjav.

a) V (1) in (2) zamenjamo vzporednost s pravokotnostjo.

b) Isto kot a), le da vzamemo prostorsko geometrijo.

¢) Pogovorno podroéje je mnozica ljudi: Vsakdo ima natanko enega
oceta.

Kako bi zapisali izjavo, da imata lastnost H natanko dve reci? Izjavo
razbijemo na dva dela, da imata lastnost H vsaj dve reci in da imata lastnost
H kvec¢jemu (najvec) dve reci. Simboli¢no ju zapisemo takole:

Swdy(x £ y A H(z) A H()))

VaVyVz(H(x) N\H(y) NH(z) =z =yVe=2Vy=2)

VaznejSe zveze med kvantifikatorji in izjavnimi povezavami. V
prejsnjih razdelkih smo spoznali povezavo med negacijo in kvantifikatorji,
zdaj pa posvetimo nekaj pozornosti zvezam med kvantifikatorji in drugimi
povezavami.

1. Konjunkcija. Veljata naslednji zvezi

(1) Va(F(z) N G(z)) < Vo F(x) AVzG(x))
(2) x(F(z) ANG(z)) = FzF(x) A JzG(x))

Namesto pretirane rabe oklepajev smo se domenili, da kvantifikatorja veze
ta moc¢neje od izjavnih povezav.

Prva izjava nam pove, da ima vsak x lastnosti F' in G natanko tedaj,
kadar ima vsak x lastnost F' in vsak x lastnost G.

Zakaj pa v (2) ne velja implikacija v obratni smeri? Vzemimo, da F
pomeni ”biti sodo Stevilo” in G pomeni ”biti liho Stevilo”. Vemo, da je vsaj
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eno Stevilo liho in da je vsaj eno Stevilo sodo, toda nobeno stevilo ni hkrati
sodo in liho.

2. Disjunkcija. Tu veljata naslednji zvezi:

(3) x(F(z) VG(z)) & FzF(x) vV IzG(x)

(4) Vo F(x) VV2G(x) = Va(F(z) V V2G(x))

Zakaj ne velja implikacija (4) tudi v obratni smeri? Vemo, da je vsako
Stevilo ali sodo ali liho, ni pa res, da je vsako Stevilo sodo ali pa vsako stevilo
liho.

Ce oznac¢imo

F ={; F(x)}

Y ={x;G(x)}
potem levo in desno stran izjave (3) lahko izrazimo v jeziku mnozic takole

F UG # () oziroma F # )V Y4 # (). Obakrat povemo isto.

3. Implikacija. Za implikacijo sta znacilni naslednji zvezi:

(5) Vz(G(z) = F(x)) = (V2G(z) = VaF(x))

(6) Ve (G(z) = F(z)) = (3xG(x) = JzF(x))
Prepric¢ajmo se o veljavnosti izjave (5). Recimo, da sta izjavi (a) VaG(z) in
(b) Vz(G(x) = F(z)) resni¢ni. Zaradi (a) je diagram takle

E,F

Zaradi (b) osenc¢imo Se del podro¢ja G, ki je izven F.

X, \ [/ 7
Ay \ / y 4

- AV > 4

-

Podrocje F' vsebuje vse elemente, torej res velja Vo F'(x).
Vaja: Preveri resni¢nost izjave (6).

Kadar zelimo pokazati, da neka izjava ni nujno veljavna, pri tem mislimo
na to, da pri primerni izbiri pogovornega podrocja ter pomenov za imena,

relacijske in funkcijske znake dosezemo, da dana izjava ni resni¢na. Taki
interpretaciji izjave reCemo protiprimer za dano izjavo.
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Primer: Pois¢imo protiprimer za izjavi
(a) (V2G(x) = Vo F (z)) = Ya(G(x) = F(z))
(b) (FxG(x) = JxF(x)) = Vo (G(z) = F(x))

Za pogovorno podroc¢je vzemimo mnozico z dvema elementoma {ay, as}.
Lastnost G naj ima samo a1, lastnosti ' pa nobeden izmed elementov.
Izjava VxG(x) ne velja, toda izjava VYaG(x) = Vo F(z) je resnicna.
Izjava Vo (G(x) = F(x)) pa ni resni¢na, saj G(a1) velja, F'(a1) pa ne.
Torej izjava (a) ni resni¢na.

Za drugo interpretacijo vzamemo, da velja G(a1) in F'(a2), ne pa
G(ag2) in F(a1). Potem veljajo 3xG(x), Iz F(x), JxG(z) = JxF(x).
Toda (b) ne velja, ker Va(G(z) = F(x)) ne velja.

Naloge:
1. V ravninski geometriji spremenljivke A, B, C, ... zaznamujejo tocke;
p,q,7,...pa premice. Preberi naslednje izjave in ugotovi njihovo resni¢nost!

a)pLgArLg=pl|r
b) Jq(p Lgnr Lg)=plr
)pllgNTFA(AesNAep)=3BBesABEeEgq)
& plla=vrlp=rla
Jplla=(rlp=rlq
e)pllgAnrip=riq
£) Ipllanrlp)=rlq
Primerjaj prejsnje zglede in ugotovi, pod katere izmed veljavnih izjav
sodijo:
Va(H(x) = P) < JzH(x) = P Jx(H(z) = P) & VaeH(z) = P
Jx(P = H(x)) & P = 3zH(z) Va(P = H(z)) & P = VzH(x)

(@)

[N

2. Pogovorno podrocje je mnozica tock neke dane ravnine. Oznaka Bxyz
naj pomeni, da je tocka y med tockama x in z, vStevSi moznost, da je y ena
izmed z oziroma z ali da vse tri sovpadajo. Oznaka Dxyzw naj pomeni, da
je razdalja tock z in y enaka razdalji tock z in w. Preberi naslednje izjave
in se prepric¢aj o njihovi resni¢nosti:

a) VaVy(Bryr = x = y)

b) VaVyVzVu(Bzyu A Byzu = Bryz)

¢) VaVyVzVu(Bzyz A Bxyu A © # y = BxzuV Bruz)

¢) VaVyDzxyyx

d) VaVyVz(Dzyzz = = = y)
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e) VtVaVyVzVudv(Batu A Byuz = Bxvy A Bztv)
f) VaVyVuYv3z(Bzryz A Dyzuv)
g) JxIy3z(—~Bryz A ~Byzx N ~Bzxy)

Zapisi definicije naslednjih relacij:
h) Tocke z,y in z lezZijo na isti premici (Lzyz),
i) Tocke x,y, z in t tvorijo kvadrat (Kzyzt).

j) Razdalja tock z in y je manjsa od razdalje tock v in v.
k) Tocke z in y ter z in t lezijo na vzporednih daljicah.

* 3. Dani sta relaciji R in T na mnozici realnih stevil. Relaciji U in V sta
definirani takole:

Uzy < 3z(Rxz A Tzy)
Vay < 3z(Tzz A Rzy)

Predstavi v koordinatnem sistemu relacije R,T,U in V tako, da osencis
mnozico tock (x,y), za katere velja dana relacija. Vsako relacijo predstavi
posebej.

a) Rty 0<z<1AN0<y<1l, Ty 0<y<zA0<z<l1
b) Rey <0<z <1AN0<y<1l, Taysy=2
) Rey= 0<y<zAN0<z<1, Tzy< Rxy

* 4. Pois¢i protiprimere za naslednje izjave
a) (VaF(x) & VeG(z)) = Va(F(x) < G(x))
b) (JxF(x) & F2G(z)) = Va(F(x) & G(x))

5. Katere izjave so resnicne? Pogovorno podroc¢je je mnozica realnih
Stevil.

a) Yavb((a +b)2 = a®> + b* V (a + b)? # a® + )
b) Va¥b((a + b)? = a® + b?) V VaVb((a + b)? 75 a + b%)
c) Vavb((a + b)? = a® + b) Vv JaTb((a + b)? # a® + b?)
¢) VYa(a > 17V a < 17)

d) Va(a > 17) VVa(a < 17)

e) Ya(a > 17) V Ja(a < 17)

f) VaVb(a < b= a=0)

g) VaVb(a < b=>a #b)

h) Jadb(a < bAa #b)

i) Jadb(a <bAa="b)

6. Zapisi simboli¢no naslednje definicije:

a) Funkcija f je soda, ¢e velja za vsak x iz njenega definicijskega obmocja
f(=z) = f(z). Kdaj funkcija f ni soda?
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b) Funkcija f narasca na intervalu I, ¢e iz x1 < xy sledi f(x1) < f(x2)
za poljubna x; in x5 z danega intervala. Kdaj f ne narasca na intervalu 17

c¢) Funkcija f povsod narasca, ¢e iz x1 < z9 sledi f(z1) < f(x2) za
poljubni stevili 1 in xs.

¢) Premica p seka premico ¢, ¢e imata natanko eno skupno tocko. Kdaj
se torej ne sekata?

d) Mnozica realnih stevil M je navzgor omejena, ¢e obstaja stevilo, ki ni
manjSe od nobenega Stevila iz M. Kdaj mnozica M ni omejena?

e) Mnozica tock M v ravnini je kroznica s sredi¢em v tocki S in radijem
r, Ce so v njej vse tocke, ki so vse oddaljene od S za r.

f) Mnozica tock M je kroznica, Ce obstaja taksna tocka S in stevilo r,
da je mnozica M kroznica s sredis¢em v S in radijem r.

g) Simetrala daljice je mnozica vseh tock, ki so enako oddaljene od obeh
krajis¢c daljice.

Resitve:

1. a) Ce sta premici pravokotni na tretjo, sta vzporedni.

b) & a)

c) Ce neka premica seka eno od dveh vzporednic, seka tudi drugo.

¢) Ce je tretja premica vzporedna eni izmed dveh vzporednih premic, je
vzporedna tudi drugi.

d) & ¢)

e) Ce sta premici vzporedni tretji premici, sta vzporedni tudi med seboj.

f) ©e) < d)

2. a) Ce je tocka y med tocko z in tocko z, je y ista tocka kot x.

b) Ce je totka y med tockama z in u in je tocka z med tockama ¥ in u,
je tocka y med tockama x in z.

c) Ce je tocka y med z in z in hkrati med z in v in je y razliéna od z,
potem je tocka z med z in u ali pa je tocka v med x in z.

¢) Razdalja tock x in y je enaka razdalji tock y in x.

d) Ce je razdalja tock x in y enaka razdalji tocke z od nje same, potem
je x isto kot y.

e) Ce je tocka t med z in v in je tocka u med y in z, potem obstaja taka
tocka v, da je v med x in y in je tocka t med z in v.

f) Za dane tocke x,y,u in v lahko vedno najdemo tocko z, tako da je
tocka y med z in z in da je razdalja tock y in z enaka razdalji tock w in v.

g) Obstajajo tri tocke, ki niso na isti premici.

h) Lxyz < Bxyz V Byxz V Bxzy

i) Kzyzt < Dxyyz A Dyzzt A Dztte A\ Dzzty
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j) Rryuv < 3t(Bxyt ANy # t A Dxtuv)

k) Vazyzt < FudviwIs(Bruy A Bxvy A Bzwt A Bzst A Duvws A Duwwvs A
u # v)

3. b)

0]

4. a) PP = {a;, as}, resni¢na naj bo samo enostavna izjava Fa;. Potem
sta Ve Fz in VxGx obe neresni¢ni, Ve Fr < VxGzr pa resnicna. Fay & Gaq
ni resni¢na, zato Vo (Fx < Gz) ni resni¢na.

b) PP = {a;, as}, resni¢ni naj bosta samo Faj in Gas. Potem sta resni¢ni
JxFx in 3zGx, ne pa Jx(Fz < Gr).

2. Se o sklepanju

Spoznavamo vlogo kvantifikatorjev pri sklepanju.
Tokrat bomo pogledali, kako ravnamo s kvantifikatorji pri sklepanju.
Dokazimo, da obstaja takSen clovek, da, ¢e on pije, pijejo vsi ljudje.
Dokaz. Bodisi vsi ljudje pijejo ali pa to ni res. Recimo, da vsi pijejo.
Vzemimo poljubno osebo, recimo Janeza. Ker vsi pijejo, je torej res tudi,
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da, ¢e Janez pije, pijejo vsi. Torej obstaja taksen clovek, da vsi pijejo, e on
pije. Recimo, da ni res, da vsi pijejo. Potem vsaj en ¢lovek ne pije. Recimo,
da je to Peter. Potem velja: ¢e Peter pije, pijejo vsi. Torej obstaja tak
clovek, da pijejo vsi, ¢e on pije. V obeh primerih trditev velja. ZapiSimo
dokaz v simboli¢ni obliki:

Pz = z pije
j = Janez
p = Peter
Dokaz:
1. VyPy Vv —~VyPy tavtologija p V —p
2.1 VyPy predpostavka pogojnega sklepa
2.2 Pj — YyPy 2.1, e je p resnica, potem je tudi ¢ = p
2.3 Jz(Px — YyPy) 2.2
2. YyPy = Jx(Px = VYyPy) 2.1, 2.3, pogojni sklep
3.1 =VyPy predpostavka pogojnega sklepa
3.2 dy—~Py 3.1 (=VyPy < Jy—Py)
3.3 -Pp 3.2
3.4 Pp = VyPy 3.3, e je q neresnica, potem velja g = r
3.5 Jz(Px = VyPy) 3.4
3. =VyPy = Jz(Px = YyPy) 3.1, 3.5, pogojni sklep
Jz(Pz = YyPy) 1, 2, 3, analiza primerov

Pravilo, po katerem smo iz vrstice 2.2 dobili vrstico 2.3, imenujemo pravilo
uvedbe (ali prikljuéitve) eksistencialnostnega kvantifikatorja. Le-to
pravi, da, ¢e nekaj velja za danega posameznika ali dano re¢ iz pogovornega
podrocja, potem obstaja nekdo (ali nekaj), za katerega to velja. Isto pravilo
smo uporabili, ko smo iz 3.4 dobili 3.5.

Pravilo, po katerem smo dobili =Pp iz dy—Py, je pravilo opustitve
eksistencialnega kvantifikatorja, ki pravi, da, ¢e obstaja nekdo, ki ima
dano lastnost (ali nekaj, kar ima dano lastnost), potem ima to lastnost neka
oseba (ali re¢) n. Pri tem pa mora biti ime n novo ime — to je, da ne nastopa
ne v predpostavkah, ne v sklepu in ne v dokazu pred uporabo tega pravila.

Vaja: Dopolni analizo dokaza.

Zakaj je v pravilu opustitve eksistencialnega kvantifikatorja potrebna ta
omejitev? Ce bi jo opustili, bi lahko dokazali pravilnost takega sklepanja:

Nekateri kosarkarji so visoki. dx(Kx A V)

Janez je koSarkar. ali simbolicno Kj

Janez je visok. Vi
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”Dokaz:”

1. 3z(Kx AVz) predpostavka

2. KjnVy sledi iz 1, opustitev eksistencialnostnega kvantifikatorja
(napakal)

3. Vj 2, poenostavitev

Ime j je nastopalo v simboli¢nem zapisu predpostavk.

Ce ne bi upostevali omejitve, bi lahko dokazali tudi pravilnost sklepanja:

Vsaj en koSarkar ni visok. Jx(Kx A =Vx)
Noben kosarkar ni visok. —Jdz(Kz A V)
"Dokaz:”

1. Jz(Kz A =Vz) predpostavka
2.1 Jz(Kxz ANVz) predpostavka

22 KeN—Ve 1, opustitev eksistencialnostnega kvantifikatorja

2.3 KeAVe 2.1, opustitev eksistencialnostnega kvantifikatorja
(napakal)

2.4 Ve 2.3, poenostavitev

2.5 =Ve 2.2, poenostavitev

2.6 VeN—Ve 2.4, 2.5, zdruzitev

2. =3x(Kz AVz) 2.1, 2.6, reductio ad absurdum

Primer: Dokazimo, da iz izjave daVyLzy sledi izjava Vy3xLxy.
To pomeni, da predpostavki JzVyLzry in —VyIxLry(< JyVae—Lry)
pripeljeta do protislovja:

1. JaVyLzy predpostavka

2. AyVx—Lxy predpostavka

3. YyLay opustitev eksistencialnostnega kvantifikatorja
4. Vx—Lzxb opustitev eksistencialnostnega kvantifikatorja
5. Lab 3

6. = Lab 4

Pravilo, po katerem smo dobili iz vrstice 3 vrstico 5 ter iz vrstice 4 vrstico
6, imenujemo pravilo opustitve univerzalnostnega kvantiftkatorja.
Le-to pravi, ¢e nekaj velja za vse, velja tudi za dano rec.

Vaja: Dopolni analizo dokaza.
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Primer: Dokazimo Ve > 030 > 0 Va(jlz — 1] < § = |z —
1] < €) tako, da pokazemo, da je negacija te izjave v protislovju z
matemati¢nimi zakoni.

1. Ie >0V >03z >0 (Jr — 1| < A |z — 1| > ¢)
negacija dane izjave
2.V6>03z >0 (Jx — 1] <dA |/ — 1| > &)
1, opustitev eksistencialnostnega
kvantifikatorja
3. 3z > 0(lz — 1| <ep A|vx — 1] > €p)
2, opustitev univerzalnostnega
kvantifikatorja
4. |lzg— 1| <eg A |y/xo — 1] > €9

3, opustitev eksistencialnostnega

kvantifikatorja
5, |zo — 1] < &g 4, poenostavitev
6. |\/To— 1| >eo 4, poenostavitev
7. 1@ — 1]+ Iy/&g + 1] < e 5, (ja? — b = |a — b| - o+ b])

8. |yxo — 1| < eg 7, (Vo +1>1)

Naloge:

1. Simboli¢no zapisi argumentiranje in zaznamuj pravilnost ali nepravil-
nost.

a) Vsak cepec bi znal narediti tole. Jaz tega ne znam, torej nisem cepec.

b) Ce tole nalogo sploh lahko kdo resi, potem jo lahko resi vsak matema-
tik. Kovac je matematik, toda tega ne zna resiti. Torej ta problem zaenkrat
ni resljiv.

c¢) Vsak, ki zmore resiti to nalogo, je matematik. Kova¢ tega ne zna. To
pomeni, da Kova¢ ni matematik.

¢) Vsak, ki zmore resiti to nalogo, je matematik. Noben matematik ne
zmore te naloge. Naloga je torej zaenkrat neresljiva.

d) Ce kakrsnokoli stevilo strogo med 1 in 101 deli 101, potem vsako
prastevilo, manjse od 11, deli 101. Nobeno prastevilo, manjse od 11, ne deli
101, torej nobeno §tevilo med 1 in 101 ne deli 101.
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e) Kdorkoli je razsirjal to laz, je nenacelen in koristoljuben. Kovaé ni
koristoljuben. Kranjc ni nenacelen. Torej ne prvi ne drugi nista razsirjala
te lazi.

f) Vsakdo ljubi sam sebe. Torej vsakdo nekoga ljubi.

g) Mrtveci ne krvavijo. Janez krvavi, torej ni mrtev.

h) Krvavim. Mrtev sem. Torej ni res, da mrtvi ne krvavijo.

2. Naslednje dokaze zapisi v simboli¢ni obliki in vsak korak skusaj ute-
meljiti.

a) Bodisi vsaj en ¢lovek pije ali pa nihée ne pije. Ce nihée ne pije, tudi
Janez ne pije. Ker nihce ne pije, je res, da, ¢e vsaj en pije, Janez pije. Se
pravi, da obstaja tak ¢lovek, ki pije, ¢e pije vsaj en ¢lovek. Po drugi strani,
naj obstaja clovek, ki pije. Recimo mu Peter. Potem je res, da Peter pije,
¢e vsaj nekdo pije. Spet drzi, da obstaja tak ¢lovek, za katerega velja: ¢e
vsaj en ¢lovek pije, potem pije tudi ta clovek.

Zadnji stavek je torej dokazan, saj velja v obeh primerih.
b) Vsi se bojijo Petra. Peter se boji le mene. Torej sem jaz Peter.

Dokaz: Ker se vsi bojijo Petra, se Peter boji tudi samega sebe. Toda
Peter se boji le mene. Torej sem jaz Peter.

¢) Ce k deli t, t deli m, potem k deli m.

Dokaz. Po definiciji obstajata taksni Stevili n in p, da je t = nk in
m = pt. Potem je m = pnk. Torej obstaja taksno stevilo r (namreé pn), da
je m = rk. Po definiciji k deli m.

3. Dokazi:

a) Ve>030>0Wz>0(Jz—4<d=|r—-2|<e¢)
b) Ve>030>0Wz>0(z—1<d=|Vr—1<e¢)
¢) Ve>030>0Ve >0 (jz—2|<d= |22 —4| <e)

4. Dokazi s protislovjem, da iz

a) VeL(z, f(z)) sledi Vx3yLzxy
b) Va(Px = Qx) in JxPx sledi JzQx
¢) Vo (Px = Q) in Yz Pz sledi VaQux

* 5. Z Vennovimi diagrami se prepri¢aj v pravilnost oziroma nepravilnost
sklepov:
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2)

Ve(Mz = Px) b) Va(Pz = Mzx)
Vo (=Sz = Mux) Jx(Sz A M)
Va(-Sz = Pr) Jz(Sx A Px)
Vz(-Px = Muz) ¢) Va(Pr= Mx)
Vr(Sx = Mx) Jx(Mx A Sz)
Jz(Sz A —Px) Jz(Sz A Prx)
Vo (Px = Mzx) e) Va(Pzr= Mx)
Vr(Sx = Mx) Jx(Sz A -Mzx)
Va(Sx = Px) Jz(Sx A —Px)

* 6. Zapisi v simboli¢ni obliki sklepanje in ugotovi njegovo pravilnost
oziroma nepravilnost:

a)

Vsak vol¢jak je sesalec. b) Vsak pes je sesalec.
Vsak vol¢jak je pes. Nobena riba ni pes.
Vsak pes je sesalec. Nobena riba ni sesalec.

Vsak pes je sesalec.

Nobena riba ni sesalec.

Nobena riba ni pes.

Nobena komedija ni tragedija.

Nekatera Shakespearova dela so komedije.

Nekatera Shakespearova dela niso tragedije.

Resitve:

1. a) Va(Cx = Nz),-Nj | -Cj Sklep je pravilen.
b) 3JzRzx = Va(Mz — Rz), Mk A ~Rk = —-3zRzx Sklep je pravilen.
¢) Vaz(Rx = Mz),-Rk = Mk Sklep ni pravilen.
¢) Vaz(Rzx = Muz),~3z(Mz A Rz) = -JzRx Sklep je pravilen.
d) Fz(1<z<101Az|101) = Vy(PyAy <1l =y |101),

@

5 0. s
Ra AN AN

—Jz(PzAz<11Az]|101) | —3z(1 <z <101 Az | 101) Sklep ni pravilen.

Va(Lz = Nz A Kz),~Kk,~Nr |= Lk A Lr Sklep je pravilen.
VzLzx = Vz3yLay Sklep je pravilen.
Ve(Mz = -Kz),Kj |E -Mj Sklep je pravilen.

Kj,Mj E ~Ve(Mz = —~Kux) Sklep je pravilen.
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2. a) 1. 3zPxV-JzPx  tavtologija pV —p
2. Vz—Px predpostavka za analizo primerov (< —3Px)
3. =Py 2, opustitev V
4. IxPx = Pj 2, (0= q)
5. Jy(FxPz = Py) 4, uvedba 3
6. JzPx predpostavka pogojnega sklepa
7. Pp 6, opustitev 3
8. JzPx = Pp 7, (¢g=1)
9. Jy(3xPx = Py) 8, uvedba 3

—
o

. Jy(FzPx = Py) 1, 2,9, analiza primerov
b) VaBxp,Ve(Bpr = x=j)Ep=17j
Dokaz. Vx(Bpr = x = j),VYxBxp, Bpp, Bpp = p=j,p=J
o) k|t,tmELk|m
Dokaz: k | t,t | m,3In(t = nk),Ip(m = pt),t = nok,m = pot,m =
(pono)k, Ir(m = rk), k | m.

3. a)
1. 3e>0Y0 > 03z > 0(|Jz —4| <0 A |[Vx —2| > ¢) negacija dane izjave
2. V6> 03z > 0(jJxr —4] < I A |z — 2| > €g) 1, opustitev 3
3. Jz > 0|z — 4] < 2e0) A |Vx — 2| > 20) 2, opustitev V
4. |xo — 4] < 2¢9 3, opustitev 3 in poenost.
5. |v/To — 2| > eg 3, opustitev 3 in poenost.
6. |\/To — 2/(vVZ + 2) < 22 4
7. |\/x*—2y<;€0+2<50 6
8. g9 < €p 5, 7, protislovje

4. a)

1. VeL(z, f(x)) predpostavka
JaVy—-Lxy negacija sklepa
Vy—Lxoy 2, opustitev 3
L(zg, f(xg)) 1, opustitev V
—L(zg, f(zo)) 3, opustitev V

b) Dokaz. Vo (Px = Qx), 3xPx,Vz—Qx, Py, Pxo = Qxg, Qzo, 7Qx0

RANE

¢) Dokaz. Vx(Px = Qx),VrPx, 3x-Qx, ~Qx, Pxo, Pro = Qx0, QX0
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III. Naloge

1. Izjave

1. Razmislimo o pravilnosti naslednjih pravil:

—_ _\_\A
A
A AQ‘B A 2AnB)
—Al|-B
B
A‘B -
-B
— A=B BN -(A=B)
ﬁA‘B -B

a) Za pravila A,—V,— = dokazi: Izjava nad ¢rto je resni¢na natanko
takrat, ko sta resni¢ni obe izjavi pod ¢rto. To so pravila podaljsevanja.
b) Za pravila =A, V, = dokazi: Izjava nad ¢rto je resni¢na natanko takrat,
ko je resni¢na vsaj ena izjava pod ¢rto. To so razvejitvena pravila.
c¢) Kako preberemo pravilo =—7
¢) Zapisi ustrezni pravili za ekvivalenco.
d) Zapisi analogna pravila za izjavne povezave Y, 1, |.
e) Pravila v drugem stolpcu so pravila zanikanja. Zapisi pravili zanikanja
za izjavi 0 in 1.
2. Vpelji oznake za enostavne izjave:
p = Janez je dober ucenec.
q = Janez je dober Sportnik.
r = Peter je dober ucenec.
s = Peter je dober Sportnik.
in zapi$i naslednje sestavljene izjave:
a) Janez je dober ucenec in dober $portnik.
b) Janez je dober ucenec, morda pa tudi dober §portnik.
c¢) Janez je dober ucenec, ne pa tudi $portnik.
¢) Janez je slab ucenec, a je dober $portnik.
)

Q.

Janez ni ne dober ucenec ne dober Sportnik.
e) Oba, Janez in Peter, sta dobra u¢enca.

f) Ni res, da sta Janez in Peter dobra ucenca.
g) Oba nista dobra ucenca.

h) Noben ni dober ucenec.
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i) Ni res, da oba nista dobra ucenca.

j) Ce je Peter dober ucenec, potem je slab §portnik.

k) Oba sta dobra ucenca, a slaba $portnika.

1) Janez in Peter nista dobra ucenca.

m) Janez je dober uéenec ali dober Sportnik.

n) Janez je ali dober ucenec ali dober $portnik.

0) Ni res, da Janez in Peter nista dobra ucenca.

p) Ni res, da je Janez dober ucenec ali dober $portnik.

r) Ni res, da je Janez ali dober ucenec ali dober $portnik.

s) Janez in Peter sta dobra ucenca ali dobra Sportnika.

§) Ni res, da sta Janez in Peter dobra ucenca ali dobra Sportnika.
t) Janez in Peter sta dobra ucenca ali pa nista dobra Sportnika.
u) Ni res, da sta Janez in Peter dobra ucenca ali pa slaba Sportnika.

3. Funkcije f,g in h so definirane takole:
y=f(z) = (x>0=>y=2)A(z<0=y=—1)
y=g(x) <= @<l=sy=-20)A(z>1=y=—(z-1)>°>-2)
y=h(zr) <= (x<0:>y—:1:2+1)/\(x>02>y——x2+1)
a) Izracunaj: f(—1), f(1), £(0),9(=2),9(0),9(1), 9(2)
B(=1), h(0), h(1), £((1)), 9(9(=1)). 9(g(1)), 9(9(2),
B(h(~1)), h(h(0)), h(h(1)), g(h(~1)), h(g(2)).
b) Resi enacbe: h(x) =2,h(z) = —1,9(x) = 2,g9(x) = 0.
¢) Zapisi definicije funkcij: h(h(z)), g(g9(z)), g(h(x)) na naéin, na kakrsen
so definirane funkcije f, g in h.

4. a) Zapisi resni¢nostno tabelo za izjavno povezavo:
CE A, POTEM B, SICER C

b) Zapisi za to povezavo definicijo preko osnovnih povezav.

¢) Zapisi za to povezavo analogno pravilo kot v nalogi 1.

¢) Zapisi s to povezavo definicije funkcij f(x), g(z), h(x), g(g(x)), h(h(x))
iz prejsnje naloge.

5. Is¢emo vse moznosti za vrednosti enostavnih izjav, za katere so resni¢ne
vse izjave A1, Aa, ..., Ap,n > 1. En postopek za resitev te naloge je metoda
resni¢nostnih tabel. Drugi postopek je izgradnja semanti¢nega drevesa za
dano mnozico izjav:

1. Izjave dane mnozice zapiSemo drugo pod drugo.

2.1. Oznac¢imo za mrtve tiste veje, ki vsebujejo protislovje, to je, v njih
se pojavlja kaksna izjava skupaj s svojo negacijo.

2.2. Odkljukamo tiste tocke, v katerih nastopajo enostavne izjave ali
njihove negacije.
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2.3. Kon¢amo, ¢e so vse veje mrtve.

3.1. Pois¢emo vejo, ki ni oznacena za mrtvo in vsebuje neodkljukano
tocko.

3.2. Izberemo izjavo v neodkljukani tocki.

3.3. Razsirimo vse zive veje, ki vsebujejo to tocko in to tocko odkljukamo.
Pri tem uporabljamo pravila iz naloge 1.

3.3.1. Pri pravilih ==, A, =V, = = vejo podaljSamo za eno ali dve izjavi.

3.3.2. Pri pravilih —A, V, = vsako zivo vejo razcepimo v dve novi veji.

3.4. Kon¢amo, ¢e ni nobene zive veje z neodkljukano tocko.

3.5. Vrnemo se na tocko 2.1.

a) Kaksna je dana mnozica izjav, ¢e koncamo v 2.37

b) Kaksna je mnozica izjav, ¢e konc¢amo v 3.47

¢) Dano je semanti¢no drevo:

~(pVg=pAq)
pVyq
~(pAq)

P q

pl-qg | —p|—q

Katera pravila smo uporabili? Katere veje so mrtve?

¢) Za katere nabore vrednosti enostavnih izjav so resni¢ne naslednje
mnozice izjav:

l.p=—-qp=-rqgVr,-r=p

2. p=q,q= (rVs),—r,s,p

3. (p=q) = (¢=0p)

d) Dokazi, da so naslednje izjave tavtologije, tako da pokazes, da drevo,
ki ga zacnemo z negacijo dane izjave, vsebuje le mrtve veje. Algoritem se
torej konca v tocki 2.3.

p=(¢=p)

p=(@=r)=((p=9d=@P=r)

p=(@=r)=(¢=@=r))

(p=4q) = (~¢= —p)

~(pVa)=-pAq

e) Iste naloge resi z metodo resni¢nostnih tabel.

6. V poljskem zapisu pisemo "C AB” namesto ”A = B” in ” NA” namesto
"—A”.
Zanimivost tega zapisa je, da ne potrebuje oklepajev.

b) Zapisi na obi¢ajen nacin izjavo: CNNpp, CpNNp, CCNpNqCqp,
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CCCpgpp, CpCNpq.
c¢) Ali so naslednji izrazi zapisane izjave: CCCppp, N Cpqr, Cpgp?

7.1 Vse naloge se dogajajo na otoku resni¢nikov in neresni¢nikov. Res-
nic¢niki vedno govorijo resnico, neresnic¢niki pa jo vedno zanikajo. Drugih
prebivalcev na otoku ni.

a) Recimo, da oseba A rece: ” Ce sem jaz resnic¢nik, potem je tudi B.”
Ali lahko ugotovimo, kaj sta A in B?

b) Recimo, da A rece: ”Ce sem jaz resnicnik, potem je 2 +2 = 4.7 Ali
je A resnic¢nik ali ni?

c) Kaj pa, ¢e A rece: ” Ce sem jaz resni¢nik, potem je 242 = 5.77?

¢) In Se:

A: 7Ce je B resni¢nik, potem sem jaz neresniénik.”

d) Tokrat nastopajo trije otocani A, B in C.

A: 7B je resni¢nik.”

B: ”Ce je A resni¢nik, potem je tudi C.”

Ali lahko dolo¢imo, kaj so A, S in C?

e) Otocan A izjavi: ”Na otoku je zlato, ¢e in samo e sem jaz resni¢nik.”
Kaj lahko sklepamo?

f) Pogovarjata se otocana A in B.

A izjavi: ”Vsaj eden od naju je neresni¢nik.”

Kaj sta A in B?

g) Kaj pa, ¢e A izjavi: ”Jaz sem neresni¢nik ali pa je B resni¢nik.”

h) Recimo, da A izjavi: ”Ali sem jaz neresni¢nik ali pa je 2+ 2 = 5.7
Kaj lahko sklepamo?

8. Andrej, Boris in Cene vsak dan kosijo v restavraciji, naro¢ijo pa ali
pecenko ali Sunko.

1. Ce je Andrej sunko, potem je Boris pecenko.

2. Sunko naroéi Andrej ali Cene, vendar pa ne oba.

3. Oba, Boris in Cene, ne jesta hkrati pecenke.

Kdo je lahko véeraj jedel Sunko, danes pa pecenko?

9. Janez, Peter in Tomaz so osumljeni prestopka. Na sodis¢u so dali nasle-
dnje izjave:

Janez: Peter je kriv, Tomaz ni kriv.

Peter: Ce je Janez kriv, potem je kriv tudi Tomaz.

Tomaz: Jaz nisem kriv, toda vsaj eden od drugih dveh je kriv.

Veliko stevilo taksnih nalog kot je 7 in tudi precej tezjih najdemo v knjigi R. Smullyana,
What is the name of this book?
Iz te knjige sta vzeti tudi nalogi 15 v 3. pogl. in 5 v 5. pogl.
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a) Ali so vse tri izjave lahko hkrati resni¢ne?

b) Izjava enega sledi iz izjave drugega. O katerih govorimo?
e so vsi trije nedolzni, kdo je lagal?

e so vse izjave resnicne, kdo je kriv, kdo ne?

) Kdo je kriv, ¢e krivi lazejo, nedolzni pa govorijo resnico?

[eNe)

) C
) C

[oN

2. Enakovredne izjave

1. Kaksna je razlika v rabi znakov <, =, ~7
Janez in Peter, oba postenjaka, sta v torek izrekla dve trditvi:

Janez: Danes je cetrtek, ¢e in samo Ce je jutri petek.

Danes je cetrtek, ¢e in samo ¢e je jutri sobota.
Peter: Danes je cetrtek, ¢e in samo ¢e je jutri petek.

Ni res, da je danes cCetrtek, ¢e in samo ¢e je jutri sobota.
Kako je to mogoce?

2. Pravila iz naloge 1.1. imajo razen pravila —=— eno od oblik

A B
Al B ’ BQ
Ay

Ti dve pravili lahko zapisemo A ~ A1 A Ay in B ~ By V Bs.

a) Zapisi kot ekvivalence pravila za povezave —, A, V, = in < iz naloge
1. 1.

b) Zapisi kot ekvivalence pravila za ¥, 1, |.

3. Dokazi, da velja:

(A= B)AN(-A=C)~(AANB)V(=-ANC)

Torej lahko prvo definicijo iz naloge 3.1. zapiSemo tudi:

y=flz)e(@>0Ny=2)V(@x<0Ay=—1)

a) Katera funkcija je definirana z zgornjo definicijo?

b) Zaznamujmo z F'(...|g(z)|...) neenacbo ali enacbo, v kateri nastopa
izraz g(x) pod absolutno vrednostjo. Resevanje pogoja F' za¢nemo takole:

F(...Jg(x)]...) ~ (g(x) > OANF(...g9(x)...) V(g(x) < OANF(...—
(g(x))--.))

Razresi pogoje: [2x+ 7| =5,z + 2|+ |z + 7| =T,

|2|x| + 4] = 5,||2z — 6] — 5| > 1.

c) Iste naloge resi tako, da zgradis drevo, ki se zacenja takole:
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0 g(x) <0

4. Dokazi z resni¢nostnimi tablicami ali semanti¢nimi drevesi:
a) (A< B)~-Ae B~As B
b)AeB~B& A

J)Ae B)e(C~As (Be ()

¢) A= (Be B)~A

d)-A<-B~A<B

(@)

5. Pravila iz naloge 2 lahko uporabimo za konstrukcijo omrezja, ki pripada
dani izjavi:

D
@

a) Poiséi omrezja za izjave:
peqgenp=gA(p=r).(pAq)V(pAT)
b) Poisc¢i omrezje za izjavo:
(e @At)A(pe (=) A (Tt (EAG VD))
Kdaj to omrezje prevaja tok?
6. Pokazi, da so izjave iz naloge 5.d v 1. poglavju tavtologije, tako da

nacrta§ omrezje za njihove negacije in pokazes, da taksno vezje ne prevaja
toka. Kako bi to dokazal, ¢e bi naértal vezje za prvotno izjavo?

7. Konstruiraj semanti¢no drevo za dano izjavo. Ce drevo vsebuje vsaj
eno zivo vejo (to je takrat, ko izjava ni protislovje), potem je zacetna izjava
logi¢no ekvivalentna izjavi, ki jo dobimo takole:

1. 'V vsaki zivi veji zberemo enostavne izjave ali njihove negacije, ki
pripadajo veji, in jih povezemo s konjunkcijami.

2. Tako dobljene izjave povezemo z disjunkcijami.
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a) Uporabi zgornji postopek na izjavah:

peqerlp=q9=(=p),

(p=—q)N(p=-r)A(gVr)A(=r=p)

b) Pogoje, ki si jih dobil pri reSevanju posameznih delnih nalog v nalogi
7 v 1. poglavju, pretvori v ekvivalentne pogoje po zgornjem postopku.

Kaj opazis?

8. Konstruiraj omrezje za kontrolo dvigala. Imejmo le pritli¢je in eno nad-
stropje. Omejimo se samo na gibanje navzdol. Pogoja sta:

1. Zunanja vrata dvigala v pritli¢ju in prvem nadstropju morajo biti
zaprta (dp, dz). Dvigalo je v prvem nadstropju (s).

2.1. Oseba je v dvigalu (f), notranja vrata so zaprta (d) in oseba
vkljuéi dvigalo (be)-
Ali:
2.2. Osebe ni v dvigalu (—f), dvigalo je poklicano iz pritlicja (by).
9. Tiste izjave iz naloge 2 v 1. poglavju, v katerih nastopa negacija, zapisi
tako, da znak za negacijo nastopa le ob enostavnih izjavah.

10. Pri konstruiranju ra¢unalnika imajo poseben pomen logi¢na vezja. Vre-
dnost sestavljene izjave je funkcija vrednosti enostavnih izjav, ki vstopajo v
sestavljeno izjavo.

a) Zapisi funkciji, ki ju realizirata vezji na slikah.

b

q
1

p c
q

Zapisi se tabelo funkcij v obliki:
pla|S|C
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b) Kako bi obe logi¢ni vezji zdruzili v eno samo (z dvema izhodoma)?

(Glej sliko.)

C
(W
q
1 5

c¢) Zapisi funkcije in tabele, ki jih predstavljata logi¢ni vezji na slikah.

(=W
q \ll C

¢) Poiséi sestavljeno izjavo, ki ji ustreza naslednja resni¢nostna tabela:



80

3.

1.

p g r flpgr)
0 0 O 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0
1 0 1 1

1 1 0 1
11 1 0
Sklepanje

a) V ¢em je razlika med izjavo A = B in izjavo A = B?
b) Vsi trije, Janez, Peter in Tomaz, so postenjaki. V torek je vsak izrekel
dve trditvi:

Janez: Ce je danes sreda, potem je jutri Getrtek.
Ce je danes sreda, potem je jutri petek.

Peter:

Ce je danes sreda, potem je jutri etrtek.

Ni res, da je jutri petek, ¢e je danes sreda.

Tomaz: Ni res, da je jutri ¢etrtek, ¢e je danes sreda.
Ni res, da je jutri petek, ce je danes sreda.

Ali je to mogoce?

a) Dokazi veljavnost sklepov:
A/ A=< BEB

A,—\A<:>B ):ﬁB

A BEA&B

—\A,—|B ):A<:>B
AVB,-BEA

A, BE=AVB

b) Kateri sklepi so pravilni:

A= B,B= (CVvD),-C,AE=D
A= B, AVCEBVC

A= B/ AVCEA=C
-D=PD}EP

A= (B=C),ANBEC

2. Ce moramo dokazati, da velja </ = B, to storimo tako, da pokazemo, da
semanti¢éno drevo za mnozico o/ U {—B} vsebuje le zaprte (tj. mrtve) veje.

A B=ANB
-A,BE=-(ANB)
A= B,-BE-A
AEB=A
-~AEA=B
A,ﬂB):—'(AjB)
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QVPQ=-REQV(-R<P)

SeT,T=(S=Q), R=-PFPVS=RVQ
ANB=C,-D=~(E=F),C=(E=F)FA=(B=D)
A= B,C=-B,(D=-A)=CE-EVA= (E= D)

3. Dokazi:
a) A= -B,A< -C,BVC £ B
A= -B,As -C,BVC W -B
b) A ANB, A< (A& B)FEA
A ANB,As (A B) E-A
A ANB, A= (A< B)EB
c) A -(ANB)EA
A& -(ANB)E=-B
¢) A ANB,As ~(A< B)=-A
A ANB, A —~(A< B)=-B

d) Janez in Peter sta brata dvojcka. Janez je zagresil kaznivo dejanje.
Vemo Se, da vsaj eden od dvojckov vedno laze. Sodnik vpraSa enega od
bratov, ali je Janez. Ta pritrdi in sodnik vprasSa isto Se drugega. Ta odgovori
"DA” ali ”NE” in sodnik ve, kateri je Janez. Kateri je torej Janez?

e) Neki logik je obiskal otok resni¢nikov in neresniénikov. Srecal je dve
osebi: A-ja in B-ja. Vprasal je osebo A, ali sta oba resni¢nika. A je odgovoril
na vpraganje, toda to Se ni bilo dovolj, da bi logik ugotovil, kaj sta oto¢ana.
Nato je e enkrat vprasal osebo A, tokrat, ali sta oba istega tipa (to je oba
resni¢nika ali oba neresni¢nika). Spet je odgovoril A ("DA” ali "NE”) in
logik je vedel, kaj sta. Kaj sta A in B?

4.1V naslednjih nalogah prevedi tekst v logi¢no simboliko in analiziraj
veljavnost sklepov:

a) Ce ji on ne bi povedal, tega ne bi nikoli zvedela. Ce ga ni vpragala, ji
on ni povedal.

Toda ona je zvedela. Torej ga je vpraSala.

b) Ce ga bodo profesorji podprli, bo guverner podpisal dani odlok. Ce
ga bodo podprli kmetje, bo dal veto. Ocitno je, da lahko ne podpiSe ali pa
ne da veta. Torej bo izgubil glasove profesorjev ali kmetov.

c¢) Rekel je, da bo prigel, ¢e ne bo dezevalo (njegovim besedam se da
verjeti). Toda dezuje. Torej ne bo prigel.

¢) Kdor pripada nasi druzbi, je hraber in resnicoljuben. On ni ¢lan nase
druzbe.

'Naloge 4, 5 in 6 so sposojene iz knjige enega vodilnih svetovnih logikov S. C. Kleeneja
Mathematical Logic.
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Torej on ni hraber ali pa ni resnicoljuben.

d) Ce je on avtor tega, potem je neumen ali nedosleden. Toda on ni
neumen niti nedosleden. Torej on ni avtor tega.

e) Ce je osumljeni izvrsil to krajo, potem je bila dobro pripravljena ali
pa je imel soudelezenca. Toda ce je bila kraja dobro pripravljena, potem
bi bilo, ¢e bi imel soudelezenca, veliko ve¢ ukradenega. Torej je osumljeni
nedolzen.

f) Ce bo prislo do splosnega miru, potem bo nastala depresija (nezaposle-
nost itd.), razen ¢e bo prislo do preoborozevanja ali pa do ogromnih planov
v kulturi, varstvu okolja itd. Ne da se dogovoriti o ciljih takih planov. Torej,
¢e bo mir in ne bo depresije, potem bo gotovo prislo do preoborozevanja.

g) Ce ne bomo nadaljevali politike ohranitve cen, bomo izgubili glasove
kmetov. Ce bomo nadaljevali s to politiko, bo prislo do hiperprodukcije,
razen ¢e preidemo na kontrolo proizvodnje. Brez glasov kmetov ne bomo
ponovno izbrani. Torej, ¢e bomo izvoljeni in ne bomo kontrolirali proizvo-
dnje, bo hiperprodukcija.

h) Ce je:

r+3=vV3—=x (1)
potem je 2 4+ 624+ 9 = 3 —x. Toda 22+ 62+ 9 = 3 — x velja natanko tedaj,
kadar je (z +6)(z + 1) = 0, oziroma x = —6 ali x = —1. Torej, samo —6 in
—1 sta lahko korena enacbe (1), oziroma ¢e velja (1), potem je z = —1 ali
x = —6.

i) Kaj ¢ée v h) zamenjamo sklep s "torej, —6 in —1 sta korena enacbe
(1)”, to je x = —6 implicira (1) in x = —1 implicira (1).

5. Neki klub je imel naslednja pravila:

1) Clani finanénega odbora morajo biti izbrani med ¢lani splosne direk-
cije.

Poenostavi pravila!

6. V spodnjih izvajanjih lahko manjkajo predpostavke ali zakljucki. Dodaj
jih tako, da dobis pravilne sklepe.

a) Osumljeni ne more biti kriv, ¢e ni bil v New Yorku prvega januarja
ob 18". Toda on je bil takrat v Madisonu. Torej on ni kriv.

b) Nimamo nobenih dokazov njegove krivde. Torej je on nedolzen.

¢) Nimamo nobenih dokazov za njegovo krivdo. Torej mora biti oproséen.

¢) Ce snei, je tezko voziti motor. Ce bo tezko voziti motor, bom zamudil,
¢e seveda ne bom prej odsSel. Snezi. Torej moram iti prej.
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7. Poisci vse sestavljene izjave X, za katere velja:

r=X,I=-Xr=-IF-rA-l
Koliko je razli¢nih resitev pri pogoju, da velja r = —I7

8. Poisci tako izjavo X, da bo mnozica

{s & X,~(sAp)}
protislovna, mnozica {s < X} pa ne.

9. Poisci tako izjavo X, v kateri nastopajo enostavne izjave p,q in r, da bo
izjava

(pVg=r)=>-(XV(g=r) X
tavtologija.

10. ! Inspektorja Craiga so poklicali, da bi pregledal nekaj umobolnic, za
katere so sumili, da v njih ni vse v redu. V bolniSnicah so bili le pacienti in
zdravniki. Nekateri od ljudi so bili popolnoma prisebni, tako da so vedno
govorili resnico, ostali pa popolnoma neprisebni, tako da so vedno govorili
neresnico.

a) V prvi bolnisnici je Craig govoril lo¢eno z Jonesom in Smithom. ”Kaj
veste o Smithu?” je vpraSal Craig Jonesa.

?Zdravnik v bolnisnici je,” je odgovoril Jones.

Nekaj minut kasneje je Craig vprasal Smitha o Jonesu. ”Pacient je,” je
odgovoril Smith.

V tej bolnisnici je nekaj narobe. Kaj?

b) V drugi bolnisnici je Craig srecal ¢loveka, ki je izjavil nekaj taksnega,
da je Craig sklepal, da gre za prisebnega pacienta, da torej ne sodi v bolnisni-
co. Kaj je ta ¢lovek rekel?

¢) V tretji bolnisnici je neki clovek izjavil nekaj taksnega, da je Craig
sklepal, da gre za neprisebnega zdravnika. Kaj je ta ¢lovek rekel?

¢) V cetrti bolnisnici je Craig srecal dva ¢loveka, A-ja in B-ja. A je menil,
da je B nepriseben, B pa, da je A zdravnik. Craig se je zavzel, da enega od
njiju odstranijo iz bolnisnice. Katerega?

11. V neki dezeli zivijo ljudje dveh vrst: eni vedno govorijo resnico, drugi
vedno neresnico. Oboji pa na vprasanja odgovarjajo le z ”da” oziroma”ne”.

Popotnik pride do krizpotja: ena pot pelje v mesto, druga pa ne. No-
benega znaka ni, po katerem bi se popotnik ravnal, pa¢ pa tam stoji eden

!'Naloga 10 je vzeta iz knjige R. Smullyana The lady or the figer? Iz te knjige so se
naloge 3.d, 3.e, 12, 6 v 5. pogl., 11. v 7. pogl.
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od dezelanov. Ali popotnik lahko z enim vpraSanjem dobi dovolj podatkov
o tem, po kateri poti naj gre?

12. V dezelo resni¢nikov in neresni¢nikov je vstopil vohun. Zanj je znacilno,
da je laznivec, to pomeni, da vcasih laze, véasih pa govori resnico.

Policija je priprla sumljivo osebo. Na sodis¢u je priprti dal izjavo, na
osnovi katere je sodnik logi¢no sklepal, da gre za vohuna.

Kaj je lahko izjavila oseba, Ce je njena izjava resni¢na? In kaj je lahko
izjavila, Ce je njena izjava neresni¢na?

13. Imamo tri ljudi: eden govori vedno resnico, drugi vedno neresnico,
tretji pa vcasih eno, véasih drugo. Ali lahko s tremi vprasanji, na katera se
odgovarja z ”da” ali "ne”, ugotovimo, kdo je kaj!

14.

a) Dokaz s protislovjem (Reductio ad absurdum) uporabljamo v treh
oblikah:

i) Ce &7, -B [= 0, potem o7 = B

ii) Ce &7, —B = C in &/, B |= —~C, potem </ = B

iii) Ce. &, B = C in &, B | -C, potem &/ = -B

Ali je med temi pravili kaksna razlika?

b) Dokaz z analizo primerov poteka na enega od nacinov:

i) (kot sklep) AVB,A=C,B=CEC

ii) Ce @/ EAVBin.«/,Al=Cin o, B | C, potem o« = C

iii) Ce &/, B = C in «/,~B |= C, potem & |= C

Ali je med temi pravili kaksna razlika? Kako vplivajo na dolzino dokaza?

¢) Pogojni sklep se glasi

o/ |= B = C natanko takrat, ko o7, B = C.

V katero smer pa ga v resnici uporabljamo?

¢) Recimo, da se na veji semanti¢nega drevesa nahajata izjavi A in A =
B. Ali lahko uporabimo modus ponens in k veji dodamo B? Kaj pa, ¢e
imamo na veji Ain A< B alipa A= B in -B?

15. Naslednje izpeljevanje zapisi v simboli¢ni obliki.

Pri tem uporabi predlagane oznake. Zapisi uporabljene sklepe in preveri
njihovo pravilnost.

O Petru se ve naslednje:

(1) da ima rad vsaj eno izmed treh deklet — Staso, Mago ali Danico
(SV MV D),

(2) ¢e ima rad Staso, Danice pa ne, potem ima rad tudi Maso (SA—-D =
M);

(3) rad ima obe — Danico in Maso, ali pa nobene od njiju (D < M);
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(4) ¢e ima rad Danico, potem ima rad tudi Staso (D = 5).

Pokazimo, da ima rad vse tri:

* Recimo, da Peter ne mara Danice.

» Potem ne mara Mase (ker ima rad Danico in Maso ali pa nobene).

= Torej mora ljubiti Staso (saj ljubi najmanj eno od treh).

» Toda ¢e Staso ljubi, Danice pa ne, potem ima rad Maso (to pa je
protislovje), zato mora ljubiti Danico. Potem pa ima rad tudi Maso in Se
Staso. Torej ima rad vse tri.

16. Preberi naslednji dve izpeljavi, ki se nanasata na nalogo 8.1.

(1) Dano je, da Boris je pecenko, ¢e Andrej je Sunko; da natanko eden
— Andrej ali Cene — je Sunko; da Boris in Cene ne jesta hkrati pecenke. Iz
tretje predpostavke sledi, da vsaj eden (Boris ali Cene) je Sunko. Recimo,
da Andrej je Ssunko. Potem Boris je pecenko. Od tod izhaja, da Cene je
Sunko. Skratka, Andrej in Cene oba jesta Sunko, to pa je v nasprotju z
drugim pogojem. Torej Andrej je pecenko. Iz druge predpostavke sledi, da
Cene je sunko. Andrej je pecenko, Cene pa Sunko.

(2) 1. Ce Andrej je sunko, potem Boris je pec¢enko. (Predpostavka
naloge.)
2. Natanko eden (Andrej ali Cene) je Sunko. (Predpostavka.)
Boris in Cene ne jesta hkrati pecenke. (Predpostavka.)
Vsaj eden (Boris ali Cene) je sunko. (Sledi iz 3.)
= Recimo, da Andrej je Sunko. (Dodatna predpostavka.)
» Potem Boris je pecenko. (Sledi iz 1 in 5.)
= To pomeni, da Cene je Sunko. (Sledi iz 4 in 6.)
= Torej, Andrej in Cene oba jesta sunko. (Iz 5 in 7.)
. (Pri predpostavki 5 veljata med seboj protislovni izjavi 8 in 2.) Torej
Andrej je pecenko.
10. Potem Cene je sunko. (Sledi iz 9 in 2.)
11. Konéno: Andrej je pecenko, Cene pa sunko. (Iz 9 in 10.)

PN T w

©

a) Kako smo povecali preglednost izpeljave (2) v primerjavi z izpeljavo
(1)?

b) Kako smo zaznamovali odvisnost od dodatne predpostavke (predpo-
stavke RA)?

c) Katere izjave so resni¢ne pri pogoju, da je resni¢na dodatna predpo-
stavka?

¢) Ali so igjave 9, 10 in 11 resni¢ne pri pogoju, da je resni¢na izjava 57

d) Kaksno obliko sklepa reductio ad absurdum smo uporabili?
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e) Zapisi izpeljavo v simboli¢ni obliki tako, da na desni strani zapiSes
sklepe, ki smo jih uporabili.

f) Preveri pravilnost uporabljenih sklepov.

17. Zapisi naslednji dokaz izjave (mA = —B) = (B = A) tako, da zakljucek
vsakega sklepa zapiSeS v novo vrstico in ga utemeljis. Privzemimo, da velja
—A = —B. Predpostavimo dodatno e B, nato pa e —A. Iz tretje in prve
predpostavke sledi —B. Pri pogoju, da velja A, velja tako B kot =B. To je
protislovje. Zato velja A. Pri pogoju B smo izpeljali A. Zato velja B = A.
Pri pogoju =A = =B smo dobili B = A, zato velja (-4 = -B) = (B =
A).

18. Dopolni izpeljave:

a) 1 A=1B ? b) 1 A=10B ?
2 C=D ? 2 C=D ?
3 «ANC ? 3 «AVC ?
4 =A ? 4 =A ?
5 «C ? 5 =B ?
6 =B ? 6 BVD ?
7 =D ? 7 -C ?
8 "BAD ? 8 =D ?
9 ANC=BAD ? 9 =BVD ?

10 BvD ?
¢c) 1 A=1B ? ¢) 1 A=B ?
2 A=C ? 2 B=C ?
3 —BvVvV-C ? 3 7 DP
4 =-B ? 4 7 3,1 MP
5 == A ? 5 7 4, 2 MP
6 =B ? 6 A=C 3,5PS
7 oA ?
8 =-C ?
9 == A ?
10 == C ?
11 =—-A ?
12 —A ?
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d) 1 AAN-B 7 e 1 -A
2 C=18B ? 2 AVB ?
3 ="BA(CVA) ? 3 7 DP
4 A ? 4 7 DP
5 -B ? 5 7 4,3, 1 RA
6 CVA ? 6 7 DP
7 «C ? 7 B 2,3,5,6,6 AP
8 7 7,2 MP
9 7 7,8, 5 RA
10 7 4,5 7Zd
11 (AAN-B)A-C ?
19. Velja: A= -B, A= -C,-C = A, BVCE-ANC.
Dokaz.
1 A= -B PR
2 A= -C PR
3 -C=A PR
4 BvC PR
5 =B DP
6 ==A DP
7 =B 6, 1 MP
8 =—A 6,5, 7RA
9 «C DP
10 == A DP
11 ===C 10, 2 MP
12 =4 10, 9, 11 RA
13 —-A 4,5,8,9,12 AP
14 --=C DP
15 A 14, 3 MP
16 C 14, 14, 13 RA
17 —-AANC 13, 16 Zd

20.2 Kdo je ukradel tortice?

”Tortice smo nasli na obali,” je pojasnil beli zajec. "Lev in Zelva sta jih
ravno mislila pojesti, ko so slu¢ajno prisli mimo vojaki in ju aretirali.”

”To je povsem nedvomen dokaz za to, da sta kriva,” je zavpila kraljica,
”Torej jima pri pri¢i odsekajte glavo!”

"7

”No, no,” je rekel kralj, ”posteno jima moramo soditi, kaj pa drugega

2Ta naloga je vzeta iz knjige R. Smullyana Alica v dezeli ugank. Isto velja za nalogo 3
iz 5. poglavja.
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Toda nadaljnje dogajanje je pokazalo, da lev in Zelva nista oba kriva
— Se vprasSanje je bilo, ali je sploh kateri od njiju kriv, in ¢e Ze, kateri;
ali ¢e je kriv kdo drug: je golo nakljucje, da sta tortice nasla krilati lev in
ponarejena zelva? Ne; kmalu so prisli na dan dokazi, ki so dokonéno potrdili,
da je storilec ali lev ali zelva (oba pa ne), vendar sodnik nikakor ni mogel
razsoditi, kateri od njiju je kriv.

Kazalo je ze, da ne bodo prisli nikamor naprej, ko je iznenada nastopila
cela gruca pric, ki so dale razli¢ne izjave.

”Tortic sploh ni ukradel lev,” je rekla vojvodinja.

”Prej pa je ze marsikaj ukradel,” je rekla kuharica.

" Zelva je prej ze marsikaj ukradla,” je rekla macka.

”Macka je prej ze marsikaj ukradla,” je rekla gosenica.

”Kuharica in macka imata obe prav,” je rekel polh.

”Prav ima ali macka ali gosenica, ¢e ne celo obe,” je rekel klobucar.

”Prav ima ali zmeSani zajec ali polh, ¢e ne celo oba,” je rekel kus¢ar Bill.

”Kuharica in klobucar imata oba prav,” je rekel sréni fant.

”Kuscar Bill ima prav, sréni fant se pa moti,” je rekel beli zajec.

Nastala je globoka tiSina.

”Vse to ne dokazuje nicesar!” je zavpil kralj. ”Same besede, besede,
besede — same besede brez haska!”

”Niso tako brez haska, vase velicanstvo,” je sredi porote rekla Alica in
vstala.

”Stvar je namrec¢ taka, da sta beli zajec in vojvodinja dala izjavi, ki sta
ali obe resnicni ali obe lazni.”

Vse o¢i so se radovedno obrnile k Alici. Vsi so vedeli, da Alica daje samo
resni¢ne izjave, in nadaljnja preiskava je pokazala, da tudi ta njena izjava ni
bila izjema. Se ve¢, ta izjava je celo razresila vso skrivnost.
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Kdo je ukradel tortice?

V tej nalogi bomo obravnavali sestavljene izjave, v katerih nastopata od

izjavnih povezav le implikacija in negacija. Zato bomo uporabljali poljsko
notacijo. Pri razlagi nastopa le pet moznosti:

DP

PR

MP

PS

RA

Dodatna predpostavka (DP) nastopa, kadar recemo: predpostavimo,
da velja tudi A. Pred A je zapisanih nekaj pik, kar pomeni, da smo ze
privzeli tiste izjave, ki uvajajo manjse stevilo pik. Razlaga je DP.

Predpostavke ali premise (PR) so tiste izjave, ki jih na zacetku privza-
memo za resni¢ne. Pred njimi ni nobene pike. Izjave, ki logi¢no sledijo
iz premis, so zato tudi resni¢ne. Razlaga je PR.

Pravilo modus ponens (MP) dovoljuje, da k izpeljavi dodamo izjavo B,
e smo ze izpeljali izjavi A (vrstica N1) in CAB (vrstica N2). Razlaga
je N1, N2 MP.

Pogojni sklep (PS) dovoljuje, da k izpeljavi dodamo izjavo CAB, ¢e
smo pri dodatni predpostavki (OP), da velja A (vrstica N1), izpeljali
B (vrstica N2). Pred izjavo CAB zapisemo eno piko manj, kot jih je
pred izjavo A. Razlaga je N1, N2 PS.

Pravilo reductio ad absurdum (RA) nam dovoljuje, da dodamo k izpe-
ljavi izjavo A, ¢e smo pri dodatni predpostavki N A (vrstica N1) izpeljali
neko izjavo B (vstica N2) in njeno negacijo N B (vrstica N3). Pred iz-
javo A zapiSemo eno piko manj, kot je pik pred izjavo N A. Razlaga je
N1, N2, N3 RA.

Dopolni dokaze:

a) 1 =p ? b) 1 =NNp ?
2 ==Cpq ? 2 ==Np ?
3 =g ? 3 p ?
4 =CCpqq ? 4 =CNNpp ?
5 CpCCpqq ?
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c)l =p ? ¢) 1 =p ?
2 =uq ? 2 ==Np ?
3 =Cqgp ? 3 ===Ng ?
4 CpCqp ? 4 =nq ?
5 =CNpq ?
6 CpCNpq
d 1 7 DP e) 1 =Cpqg DP
2 7 DP 2 7 DP
3 7 DP 3 7 DP
4 7 3,3, 2 RA 4 7 3,1 MP
5 7 2,1, 4 RA 5 7 2,4 MP
6 CpNNp 1,5 PS 6 7 3,5PS
77 2,6 PS
8 CCpqCCqrCpr 1,7PS
f)y 1 =CNpNCrNNr DP g 1 7 DP
2 ==Np DP 2 7 DP
3 7 DP 3 7 2,1 MP
4 7 DP 4 7 2,3,2RA
5 7 DPp 5 CCNppp 1,4 PS
6 7 DP
77 5,5,5 RA
8 7 5 7,6 RA
9 7 4, 8 PS
10 =p 2,9,3PS

11 CCNpNCrNNrp 1, 10 PS

h) Sestavi rac¢unalniski program, ki bo preverjal pravilnost razlage k
izpeljavi, ki jo moras vpisati v racunalnik. Ce se pri vpisovanju tekoce
vrstice zmotis, ti da ra¢unalnik novo moznost. Pri drugi napaki naj izpise
tekst, ki obravnava pravilo (DP, PR, MP, PS ali RA) in je podan na zacetku
naloge. Ce se pri vpisovanju iste vrstice zmotis Se tretji¢, naj racunalnik
vpise razlago sam. Na koncu naj racunalnik poda tudi oceno.

22. Imamo tri ljudi. Vemo, da je kvecjemu eden od njih laznivec, to je,
da se vcasih tudi zlaze. Pokazimo, da lahko z vprasanjem ”Ali je prvi re-
sni¢nik?”, ki ga postavimo drugi osebi, najdemo ¢loveka, ki vedno govori
resnico. Pogoje naloge formuliraj samo z negacijo in implikacijo, uporabi
poljsko notacijo in pravila sklepanja iz predhodne naloge.

23. Evklidovi Elementi so bili prvi aksiomatski sestav in ve¢ kot 2000 let vzor
matematicne strogosti. Prva knjiga Elementov obsega ravninsko geometrijo.



91

Zacenja se z definicijami in postulati, to je — aksiomi. Posebej je zanimiva
definicija vzporednosti: Daljici sta vzporedni, ¢e lezita v isti ravnini in se ne
seCeta, ne gleda na to, kako ju podaljsamo.

Peti postulat pa pravi:

Naj daljica sec¢e drugi dve daljici tako, da je vsota notranjih kotov na
eni strani pre¢nice manjsa od dveh pravih kotov. Potem se drugi dve daljici
seceta, in to na tisti strani precnice, kjer je ta vsota manjsa od dveh pravih
kotov, ¢e ju le dovolj podaljsamo.

1z Elementov bomo navedli dokaz izreka 19 in del izreka 29. V zadnjem
Evklid prvi¢ uporabi peti postulat. V dokazih se sklicuje na naslednje izreke:

1.5 V enakokrakem trikotniku sta kota na osnovnici enaka. Prav tako
sta enaka zunanja kota.

1.13 Sokota sta oba enaka pravemu kotu ali pa je njuna vsota enaka
dvema pravima kotoma.

1.18 Nasproti vecje stranice v trikotniku lezi vecji kot.

1.19 Nasproti vecjega kota v trikotniku lezi vecja stranica.

Bodi ABC trikotnik, ki ima kot ABC veéji od kota BCA. Trdim, da
je stranica AC' vecja od stranice AB. Ce to ni res, potem je AC enaka
AB ali manjsa. Toda AC ni enaka AB, ker bi bil v primeru, da je AC
enaka AB, kot ABC enak kotu BC'A, toda ni (I1.5).

Torej AC ni enaka AB. Niti ni AC manjsa A
od AB, ker bi bil kot ABC' tudi manjsi

od kota BCA, pa ni (I.18). Torej AC ni B
manjSa od AB. A dokazali smo 8e, da tudi

enaka ni. Torej je AC vecja od AB. Do,

1.29 Naj daljica seka dve vzporednici. Potem sta izmeni¢na notranja
kota enaka.

Vzemimo, da daljica E'F' sete vzporednici

AB in C'D. Trdim, da sta izmeni¢na kota E

AGH in GHD enaka. Recimo, da nista A G B
enaka. Potem je eden od obeh ve¢ji. Naj

bo to AGH. Dodajmo obema kotama kot . H D

BGH. Potem sta kota AGH in BGH sku-
paj ve¢ja od BGH in GHD.

Toda kota AGH in BGH dasta skupaj dva prava kota (I.13), zato sta
kota BGH in GH D skupaj manj kot dva prava kota. Toda daljici, ¢e ju
podaljsamo zadosti, se na strani, kjer sta notranja kota skupaj manjsa
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od dveh pravih kotov, sec¢eta. (post. 5.) Torej se bosta daljici AB in CD
sekali, ¢e ju bomo dovolj podaljsali. Toda to ni mozno, saj sta vzporedni.
Torej ni res, da kota AGH in GH D nista enaka. Torej sta enaka.

a) Zapisi izreke 1.18, 1.19 in 1.29 tako, da vpeljes enostavne izjave: s =
stranica AC' je vecja od stranice AB, ipd.

b) V simbolizmu zapisi dokaza izrekov 19 in 29, navedi pravila sklepanja
in eksplicitne in implicitne predpostavke.

c¢) Kdaj se bo iztekel program?

Dokler AB ne sece CD.
Podaljsuj AB in CD.

24. Pri dokazovanju izrekov z ra¢unalnikom je pomembno, da ¢im bolj
omejimo Stevilo pravil izpeljevanja, saj s tem zmanjSamo Stevilo moznih
dokazov. Ce se omejimo na izjave, ki so disjunkcije enostavnih izjav ali
njihovih negacij, zadosca Ze eno smo pravilo:

AV . VANV . A, BIV..VB;V...By EAV...VA_1VAii ... ALV

\/Bl\/...\/Bj,1 \/Bj+1...Bk, kjer je Bj = A4,

Poseben primer pravila za k =n =1 je A,—A 0.

a) Dokazi pravilnost tega sklepa.

b) Vsako izjavo iz mnozice {A = —-B, A & —C, BV C} zamenjaj z ekvi-
valentno izjavo (ali z ekvivalentnimi izjavami) omenjene oblike. Zaznamuj
dobljeno mnozico izjav z 4.

c¢) Dokazi A" = —A, tako da izpeljes protislovje iz mnozice izjav A U{ A},
in to samo z uporabo zgoraj omenjenega pravila.

d) Dokazi A = C.

4. Zgradba izjav in predikati

1. Zapisi simboli¢no naslednje izjave:
a) Ana je Zoranova mati.
b) Zoranova mati je Ana.
c) Stevilo 5 je vecje od stevila 2.
¢) Od stevila 2 je vegje stevilo 5.
d) Stevilo 7 deli stevilo 21.
e) Stevilo 21 deli stevilo 7.

2. Oce spraSuje za Janeza in Petra: ” Ali ze oba spita?”
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Mati (skozi vrata vidi le eno posteljo, pa Se ta je prazna): ”"Ne, oba Se
ne spita.”
Simboli¢no zapisi materino izjavo.

3. Zaloga vrednosti spremenljivk 7; je mnozica tock neke ravnine, zaloga
vrednosti spremenljivk = in y pa mnozica realnih Stevil. Uvedimo relacijo
K:

KTzy = Tocka T ima absciso z in ordinato y.

a) Preberi naslednje izjave:

i) KO 00

ii) KTizy AN KTyay = 11 =15

i) KTey NKT2'y = x=2" ANy =1

b) Zapisi v novih oznakah:

A(-1,1),B(0,1),C(-1,0)

4. Zaloga vrednosti spremenljivk = in y so ljudje.
Uvedimo relacijo M:
Mxy = Oseba x je mati osebe y.
Zapisi v teh oznakah izjave:
a) Francka je Janezova mati.
b) Petrova mati je Jozica.
Preberi:
c) Mey AN Mx'y = x = 2.

5. Zaloga vrednosti spremenljivk 4, j, k, ... so naravna Stevila ter stevilo 0.
Definirajmo D(i, j, k) = Stevilo i da pri deljenju z j ostanek k.
Preberi:
a) D(7,3,1) A D(7,2,1)
b) D(i,j,k) =k <j
c) D(i,j,k)Ni<j=i=k
D(i,j, k1) = Stevio ¢ da pri deljenju s stevilom j rezultat k in
ostanek .
¢) D(i,j,k,1) = D(i,7,1)
d) D(i,5,k, 1) =3j#0
e) D(i,j, k) ei=kj+INl<j
f) D(17,3,5,2)
g) D(i, 5, k,)) ND(i,j, k', I'Y) = k=K Nl=1
h) D(i,j,k, 1) ND(,j, k1) =i=1

6. Ce Pz pomeni, da je x prastevilo, zapisi simboli¢no izjave:
a) Stevili 2 in 3 sta prastevili.
b) Stevili 4 in 6 nista prastevili.
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7. Zapisi simboli¢no naslednje izjave. Posebej pazi na besedo ”je”.

¢) Ni res, da sta Stevili 2 in 4 praStevili.

)N
¢) N

d) Stevili @ in b sta prastevili.

i res, da Stevili 2 in 4 nista prastevili.

e) Stevili a in b nista prastevili.

f) Stevili @ in b nista obe prastevili.

g) Ni res, da sta stevili a in b obe prastevili.
h) Nobeno od stevil @ in b ni prastevilo.

i) Vsaj eno od stevil a in b ni prastevilo.

)

j) Ni res, da stevili a in b nista obe prastevili.

e

a) Sonce je zvezda.
b) Sonce je nam najblizja zvezda.
c¢) Dve je ena in ena.
¢) 3 je naravno Stevilo.
d) 3 je prastevilo.
e) Clovek je zivo bitje.

)
f) x = 2 je resitev enacbe 2% — 3z + 2 = 0.

8. Imejmo konc¢no pogovorno podrocje in dvomestno relacijo, ki velja med
njegovimi elementi. To lahko ponazorimo z grafom tako, da elemente pogo-
vornega podro¢ja ponazorimo s tockami. Ce med elementoma velja relacija,
potem ju povezemo s ¢rto, ki izhaja iz prve tocke in gre v drugo toc¢ko. Po-
govorno podrocje naj sestoji iz Sestih elementov. Zapisi dejstva o relaciji R,
ki je ponazorjena z grafom:
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c) ¢)

9. Relacija je lahko podana tudi s tabelo ali matriko, tako da v preseku
vrstice x; in stolpca x; napiSemo 1, ¢e je x; v relaciji z x;, in 0 sicer.
a) Sestavi tabele za relacije iz prejsnje naloge.

b) Narisi graf relacije, ki jo podaja tabela A:

I
T2
A= I3
Iq
5
Ze

_ =0 O O O
[N elolNell aall
SO O = O O —w
O = O O O O
_— O O O = Olw
_ o O O O oo

10. Zapisi dejstva o relaciji Nxy = delovna naloga x mora biti opravljena
neposredno pred nalogo ¥, ki jo podaja graf:

11. Zapisi dejstva o relaciji Prehaja (x,y) = stroj lahko prehaja iz stanja x
v stanje y.
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12. Zaznamuj elemente pogovornega podrocja, izberi oznake relacije in zapisi
dejstva, ki jih podajajo grafi:

13. Zapisi v simbolizmu (Etbin Bojc, Pregovori in reki na Slovenskem):
a) Ljubim tebe, toda ne kot sebe.
b) Kdor laze, ta krade.
¢) Kogar ljubim, tega bijem.
¢) Ti sebi med, meni pa pelin.
Kdor sam sebe pozna, tudi druge pozna.
e) Kdor ¢aka, docaka.
f) Kdor seje, ta zanje: kdor ne seje, ne zanje.
g) Bolje vrabec v roki, kakor golob na strehi.
h) I mene i tebe je mati rodila.
i) Kdor dela, dela tudi napake.
j) Noben ¢lovek ni ob vsakem ¢asu pameten.

2



14.

15.

16.

17.
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k) Vsak ¢lovek je sebi najboljsi zdravnik.

1) Vsakdo ni za vse.

m) Kdor se rad tepe, je tepen.

n) Vsakdo je sebi najblizji.

0) Kdor ni za sebe, tudi ni za drugega.

p) Kdor sam sebi ne privoséi, tudi drugim ne.
) Kdor mnogo prinasa, vsakemu prinese nekaj.
) Vsega nobeden ne ve.

) Kogar se bojis, tega ne ljubis.

t) Kdor je tiho, vsem odgovori.

u) Ce se pravdata dva, tretji dobicek ima.

v) Ni ¢loveka, da bi ustregel vsem ljudem.

z) Vsem ljudem ni (mogoce) ustreci.

z) Noben kvas ne vzhaja rajsi od dolga.

wne =

O Janezu sta krozili dve vesti:

i) Nobenega ni premagal.

ii) Nobeden ga ni premagal.

(Pxy = oseba x je premagala osebo y) (j = Janez.)

O Petru so govorili:

i) Vse, kar izjavi, je neresnica.
ii) Vse, kar izjavi, ni resnica.
(Iz = Peter izjavi, da velja x)

PP je mnozica naravnih stevil. Preberi izjave — katere so resni¢ne?
a) Vavy(z = y)
b) Va=Vy(z = y)
¢) VaVy-(z = y)

Zapisi v simbolizmu:
a) Vsak vektor se da zapisati kot linearna kombinacija treh linearno

neodvisnih vektorjev.

b) Vsako stevilo iz Ny se da zapisati kot vsota stirih kvadratov.
Zapisi simboli¢no naslednje pare izjav:

¢) Vsak Jugoslovan je Sel vsaj enkrat v Trst.

Vsaj enkrat je Sel vsak Jugoslovan v Trst.

¢) Vsak odrasel ¢lovek ima vsaj enega otroka.

Vsaj enega otroka ima vsak odrasel ¢lovek.

d) Vsakdo ljubi kaksno osebo.

Kaksno osebo vsakdo ljubi.

e) Za vsak z obstaja tak y, da je x < y.
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Obstaja tak y, da za vsak z velja x < y.

18. Oceni resni¢nost izjav:
a)Vn,meN3IkeN:n+k=m
b)VnmeZ Ik eZ:n+k=m
c)Vnome€ZIkeZ:n#0=n-k=m
)Vn,meQIkeQ:n#A0=n-k=m

YIreQ:q? =2

e)IreR 1?2 =2

f)IreR:r24+1=0

g)dzeC:224+1=0

[}

19. Prevedi v simbolizem naslednje trditve:
a) Vsako prastevilo je liho, razen ¢e to ni Stevilo 2
b) Vsako prastevilo je liho, razen ¢e je to stevilo 2.
¢) Vsako prastevilo, razen Stevila 2, je liho.

20. Vzemimo, da v neki skupini ljudje med seboj stalno izmenjujejo stvari
in si oglejmo relacijo

R(z,y,z) = Oseba x da osebi y re¢ z.

Prevedi v pogovorno slovensc¢ino naslednje simboli¢ne stavke, kjer je za-
loga vrednosti spremenljivk z in y mnozica ljudi te skupine, spremenljivke
z pa mnozica reci, ki jih izmenjujejo.

a) VeVyVzR(z,y, z)

b) V:L‘EIZVyR(x y,

LL
I3
<C
8
<C
<
=
—
K
?
\_/\_/\_/

g) Va:EIyEIzR(x
h) Voe3zR(z,y, 2 )
Prevedi v simbolizem naslednje izjave:
i) Vsak da vsakemu nekaj.

j) Vsak da vsakemu kaj.

k) Vsak da nekaj vsakemu.

1) Nekaj da vsak vsakemu.

m) Vsi dajo kaj vsakemu.

n) Nekaj dajo vsi vsem.

o) Isto stvar dajo vsi vsem.

p) Vsaj eno stvar da vsak vsakemu.
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r) Vsak da isto stvar vsem.

21. Naj bo skupina ljudi iz prej$nje naloge mnozica {J(anez), P(eter), B(oris)},
reci, ki jih zamenjujejo, pa so iz mnozice {m(oka), k(ruh), s(ol)}.

Kateri stavki iz prejsnje naloge so resni¢ni, ¢e je relacija R podana s
tabelo:

a) ‘ J ‘ P B ‘ b) J P B
J m,k J k m s
P k P k
B B m
c) J P B ¢) J P B
J k m J m, S k k
P k P S S m
B m,s k B k k,m m
d) J P B e) J P B
J m, s m, k m J k,m s, k k
P| kEm k,s k,s P| km s, k k
B m m m B| km s k
f) J P B g) J P B
J k,s k,s k,m J| s,k,m | s,k,m | s, k,m
P k,s k,s k P k k,s,m m
B| km k,s k B s s, k,m m

22. Zapisi simboli¢no naslednje pare izjav — katere izjave so resni¢ne?
a) Enacbi 22 — 3x +2 = 0 in 2% — 62 + 6 = 0 imata skupno resitev.
Enacbi 22 — 32 + 2 = 4 in 22 — 62 + 6 = 0 sta resljivi.

b) Enaébi 22 — 32 + 2 = 0 in 22 — 5z — 6 = 0 imata skupno resitev.
Enacbi 22 — 32 + 2 = 0 in 22 — 52 + 6 = 0 imata iste resitve.

c) M CNNle M Nnel =n+1eM)= =N
MCNNLe#N(VneN)(ne s =n+1eM)= #=N

23. Zapisi v simbolizmu naslednje definicije:

a) Dve mnozici sta enaki natanko tedaj, kadar je vsak element ene
mnozice tudi element druge mnozice.

b) Trikotnik je enakostranicen, ¢e so vse njegove stranice enake.

c¢) Ali gre v primerih "Mnozica & je enaka mnozici #” in ”Stranica a
je enaka stranici b” za isto relacijo?
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¢) Zapisi v simbolizmu naslednjo definicijo (Slovar slovenskega knjiznega
jezika II, str. 810):

diskretna mnozica: mnozica tock, katerih medsebojne razdalje so vecje
od 0.

24. Naj bo R relacija iz nalog 8 in 12. Katere od izjav so resnicne:
a) VxdyRxy
b) Va3yRyx

) Vz3y(Rzy V Ryx)

) Vz3y(Rzy A Ryx)

) VaVy(—Rzxy V ~Ryz)

e) JxVyRxy

f) JxVy(x # y = Rxy V Ryx)

g) VaVyRxy

Relacija T' je podana z definicijo:

Tzy s x=y

Txy < Rxy

Tzy < 3z(Rxz A Tzy)

Katere izjave so resnicne:

h) VaVyTzy

i) VaIyTzy

j) JyVaxTzy

k) VeIyTyzx

1) IyVaTyx

Relacija S je definirana takole:

Szy < 3z(Rxz A Rzy)

Katere izjave so resni¢ne:

m) VaVySxy

n) VaIySxy

o) JyVzSxy

[ Ne]

Q.

25. Preberi relacijo T'xy iz prejsnje naloge takole: iz tocke x se da priti v
tocko y.

Zapisi simboli¢no naslednje izjave in oceni njihovo resni¢nost:

a) Iz neke tocke se da priti v vsako tocko.

b) Iz vsake tocke se da priti v vsako tocko.

c¢) V neko tocko se da priti iz vsake tocke.

¢) V vsako tocko se da priti iz neke tocke.

d) V vsako tocko se da priti iz kaksne tocke.

e) Iz kaksne tocke se da priti v vsako tocko.
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26. Naslednja slika prikazuje "ravnino”, ki sestoji iz devetih tock in dvanaj-
stih premic. Na vsaki premici so natanko tri tocke. Premice bomo zaznamo-
vali s seznamom ¢rk, ki zaznamujejo tocke na premici, in to po abecednem
vrstnem redu.

<P

T~V

a) Zapisi dejstva o lastnosti:

(XY Z) premica = (XY Z) je premica.

b) Definiraj lastnosti in relacije:

X tocka = X je tocka.

X NA z = X je na (seznamu) z.

(XY Z) vzporedna (X1Y1Z;) = premica (XY Z) je vzporedna premici
(X1 2y).

X kolinearna (Y Z) = tocke X,Y in Z lezijo na skupni premici.

(XY) vzporedna; (X1Y7) = daljica (XY') je vzporedna daljici (X1Y7).

¢) Zapisi simboli¢no naslednje trditve:

i) Skozi razli¢ni tocki P in ) gre ena in samo ena premica p.

ii) Skozi dano tocko P gre ena in samo ena premica p, ki je vzporedna
dani premici q.

iii) Obstajajo vsaj tri tocke, ki ne lezijo na skupni premici.

iv) Naj bodo I, m in n tri razlicne vzporedne premice; A, A’ € [; B, B’ €
m in C,C’" € n pa same razlicne tocke. Ce velja e AB || A’B’in AC || A'C,
potem velja tudi BC' || B'C".

Ali so te trditve resni¢ne?

5. Se o sklepanju
1. Ugotovi, ali so naslednji sklepi pravilni:

a) Janez: Dober ucbenik vsebuje veliko nalog.

Moj u¢benik vsebuje veliko nalog.
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Moj ué¢benik je torej dober u¢benik.

Peter: Pocakaj malo. Tvoje sklepanje je podobno temu:
Macke so sesalci.
Tarzan je sesalec.

Torej je Tarzan macek.

Kdo je pravilno sklepal?

b) Vsako naravno stevilo je enako ali vecje od 1. Torej je stevilo 1 enako
ali vecje od 1.

c¢) Vsako naravno $tevilo ima naslednika.

Torej obstaja stevilo, ki sledi vsem naravnim Stevilom.

¢) Vsak dogodek je posledica kaksnega dogodka.

Torej obstaja dogodek, ki je vzrok vseh dogodkov.

d) Micka nima otrok. Torej Janez nima otroka z Micko.

e) Vsak sovrazi Bedanca. Torej on sovrazi vse.

f) Ce se vsak strinja s Tonetom, potem ima vsak prav.

Torej ima vsak, ki se strinja s Tonetom, prav.
h)

D C

Pravokotnik ABC'D ni kvadrat.
Torej vsak pravokotnik ni kvadrat.

A B
i) Enacbi Fq(x) in E2(x) imata isto mnozico resitev. Torej sta resljivi.

2. TovariSica: Ali imata Se vse ploscice?

Janezek: Nimam nobene.

Toncek: Nimam vseh.

Kdo ima vec ploscic? Na to vprasanje so trije uc¢enci odgovorili:

Peter: Janezek in Toncek sta odgovorila enako, da nimata plos¢ic.

Torej imata enako mnogo ploséic.

Pavle: Janezek nima nobene. Toncéek pa nima vseh, a nekaj jih vendarle
ima. Torej ima Tonc¢ek ve¢ ploséic.

Tine: Janezek nima nobene. Toncek pa pravi, da ni res, da ima vse.
Torej jih nekaj lahko ima ali pa nima nobene. Tone ima torej vec ali enako
mnogo ploscic kot Janez.
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Kateri ima prav?

3. V nekem mestu se odrasli prebivalci zbirajo po razlicnih drustvih.

Vemo Se:

1) Za vsako zensko velja: ¢e ni vclanjena v vsako drustvo, potem je
¢lanica drusStva src.

2) Noben moski ni ¢lan drustva src, ¢e ne obstaja kaksno drugo drustvo,
katerega ¢lan ni.

3) Za vsako drustvo velja: vsak moski izven drustva ima rad vsako zensko
iz drustva src.

Dokazi, da ima v tem mestu vsak moski rad vsako zensko.

4. Oceni pravilnost sklepov:

a) Vsak delfin je sesalec. b) Vsak delfin je sesalec.
Nobena riba ni sesalec. Nobena riba ni delfin.
Noben delfin ni riba. Nobena riba ni sesalec.

5. Na nekem otoku se prebivalci delijo na viteze, ki vedno govorijo resnico, in
oprode, ki nikoli ne govorijo resnice. Razen tega so nekateri vitezi preverjeni
vitezi in nekateri oprode preverjeni oprode. Otocani se zbirajo po razliénih
drustvih. Posameznik je lahko ¢lan ve¢ drustev. Za vsakega otocana X in
drustvo C' velja, da bo otocan X trdil, da je ¢lan drustva C', ali pa bo trdil,
da ni. Dani so Se stirje pogoji:

E1: Mnozica vseh preverjenih vitezov je drustvo.

E2: Mnozica vseh preverjenih oprod je drustvo.

C: Za vsako drustvo C' velja, da je mnozica oto¢anov, ki niso ¢lani drustva
C, tudi drustvo. (To je komplement od C in ga oznacimo C.)

G: Za vsako drustvo C' velja, da vsaj en otocan trdi, da je ¢lan tega
drustva.

a) Dokazi, da obstaja vsaj en nepreverjen vitez.

b) Dokazi, da je na otoku vsaj en nepreverjen oproda.

c¢) Ali je mnozica vseh oprod drustvo?

¢) Ali je mnozica vseh vitezov drustvo?

6. Pogovorno podrocje je mnozica vseh tistih naravnih Stevil, ki v svojem
desetiskem zapisu nimajo cifre 0. Ce sta z in y dve taki stevili, potem
naj ry pomeni Stevilo, katerega zapis dobimo tako, da zapiSemo Stevilo y
neposredno za z. (zry ne pomeni z krat y) Relacijo, da = producira y, bomo
zapisovali P(x,y); relacija je podana z dvema praviloma:

Al. P(2z,x)

A2. P(z,y) = P(3z,y2y)

Dokazi:
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a) JxP(x,x) ¢) JzP(x,7x)
b) JzP(x, x2x) d) Ya3yP(y, ay)

7. Dopolni naslednje izpeljave:

a) 13Jx(BxAMz) b) 1Ab
2Vr(Mz — —Vzx) 2 Vz(Az = Cx)
3V (Bx = V) 3 Ab=Cb
4«Ba N Ma 4 Ch
5*Ma= —Va c) 1-De
6*Ba="Va 2 Fe
7*Ma 3V (Fz = Dx)
8§==Va 4+«Fe= De
9+ Ba 5= De
10=Va 6 = De N —De
11*VaA-Va 7 Vz(Fx = Dx)

12 =Vx(Bx = V)
¢) 13x(Cx A Nx)
2+Vz(Cx = ~Nzx)

d) 1Vz(Dz= Ex)
2 Jx(Fz N —Ex)
3*Vz(Fz = Dx)

R I N B e B e B N B B e B B B B N B RV IR L S I L]

3*CaANa 4=FgAN-Eg
4«Ca= -Na 5= Fg
5Ca 6--FEg
6*-Na 7*Fg= Dg
7=Na 8= Dg
8*NaAN-Na 9«Dg = Eg
9 -Vz(Cx = -~Nzx) 10 Eg
11-FEgA—-Eg

B N B e e I B B e e B B B B B B I S B B B AR L]

12 =Vx(Fz = Dzx)

6. Iz zgodovine logike

1. Prvi aksiomatizirani sistem logike je izdelal nemski logik Gottlob Frege
v znamenitem delu Begriffschrift (Pojmovna notacija) leta 1879. Za izjavni
rac¢un se njegovi aksiomi, ko jih zapiSemo v poljski notaciji, glasijo:

I. CpCqp IV. CCpgCNgNp
II. CCpCqrCCpgqCpr V. CNNpp
III. CCpCqrCqCpr VI. CpNNp

a) Zapisi te izjave v obi¢ajnem simbolizmu.

b) Pokazi, da so te izjave tavtologije.

¢) Pokazi, da ima ta sistem ”lepotno napako” — tretji aksiom se da izpe-
ljati iz prvih dveh. Pri tem smemo uporabljati le modus ponens in zamenjavo
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enostavnih izjav s poljubnimi izjavami. To je prvi pokazal poljski logik Jan
Lukasiewicz.

2. Frege je napisal zasnovo matematike na osnovi logi¢nih zakonov.

Toda leta 1902 je Bertrand Russell pokazal, da Fregejeva zasnova ni
neoporeéna. Ce namreé¢ definiramo mnozico vseh tistih mnozic, ki nimajo
same sebe za elemente, sledi protislovje.

a) Izpelji protislovje iz te definicije.

b) V nekem mestu brivec brije tiste in samo tiste mescane, ki se ne brijejo
sami. Dokazi, da je brivec star 20 let.

3. Kasneje je Russell napisal slovito delo Principia Mathematica, ki je imelo
precejSen vpliv na razvoj matemati¢ne logike. Toda leta 1931 je takrat
25-letni Kurt Godel dokazal, da se v okviru tega formalizma da zapisati
trditev, ki je resni¢na, ni pa dokazljiva. Se ve¢, Godel je pokazal, da je
vsak sistem, ki vsebuje naravna Stevila in je neprotisloven, nepopoln v tem
smislu. Oglejmo si nekaj popularnih prikazov tega rezultata, ki si jih je
zamislil Raymond Smullyan.
a) Premisli o naslednjem paradoksu:

Tega stavka ni mogoce dokazati.

Paradoks je v temle: Ce je stavek neresnicen, potem ga je mogoce doka-
zati in mora zato biti resni¢en. Pri predpostavki, da je stavek napacen, smo
prisli do protislovja. Torej je stavek resni¢en. In ker je resnic¢en, mora to,
kar pravi, veljati, to je, da ga ni mogoce dokazati. Toda mi smo dokazali,
da je resni¢en. Torej smo ga dokazali.

Kje je napaka v zgornjem sklepanju?

b) Goédlov stroj. Goédlov stroj je ra¢unalnik, ki lahko izpisuje izraze,
sestavljene iz znakov I, N, D,x. lzraz je izpisljiv, ¢e ga stroj lahko izpise.
Stavek je izraz taksnih oblik: (1) I« X, (2) NI« X, (3) ID+«X ali NID* X,
kjer je X poljuben izraz iz danih simbolov. Pomeni stavkov so tile: (1)
I« X je resnicen, ¢e in samo ¢e je X izpisljiv; (2) NI X je resni¢en natanko
takrat, kadar X ni izpisljiv; (3) ID * X je resnicen tedaj in le tedaj, kadar
je izraz X X izpisljiv (izrazu X X recemo dvojni X, odtod oznaka D); (4)
izrtaz NID % X je resnicen, kadar izraz X X ni izpisljiv.

Dano je Se, da je stroj popolnoma zanesljiv, to je, da izpisuje samo
resni¢ne stavke.

Poisci resnicen stavek, ki ga stroj ne more izpisati.

4. Preberi naslednje odlomke iz knjige: L. Wittgenstein, Logic¢no filozofski
traktat, Mladinska knjiga, Ljubljana 1976, str. 123.
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5.53 Enakost predmetov izrazamo z enakostjo znakov in ne z enacajem.
Razliénost predmetov pa z razli¢nostjo znakov.

5.5303 Mimogrede: reci za dve stvari, da sta si istovetni, je nesmisel, in
Ce reCemo za eno stvar, da je identi¢na sama s seboj, ne povemo prav nic.

5.531 Zatorej ne pisem ” P(a,b) Aa = b”, ampak ” P(a,a)” (ali” P(b,b)”),
In ne ”P(a,b) A —a = b", temvet " P(a,b)”.

5.532 In analogno: ne ”(3z,y)(P(x,y) ANz =1y)”, ampak ”(3x)P(z,z)”,
in ne " (Jz,y)(P(x,y) A~z =y)”, temve¢ " (Iz,y)P(x,y)”.

a) V nasem simbolizmu razli¢nost spremenljivk ni izkljucevala nanasanja
na isti objekt. Kako je s tem pri Wittgensteinu?

b) Kako bi v Wittgensteinovem smislu zapisal naslednje izjave:

Natanko en x ima lastnost R.

Natanko dve reci imata lastnost R.

Natanko tri re¢i imajo lastnost R.

Vsaj ena re¢ ima lastnost R.

Najve¢ en x ima lastnost R.

5. V logi¢nem sistemu, ki ga je zasnoval Frege, imamo samo eno vrsto
imen — to so lastna imena. V sistemu, ki ga je predlagal poljski logik Sta-
nistaw Lesniewski (1886-1939), je ime lahko tudi obce — to je, da zaznamuje
ve¢ kot eno re¢, lahko je navidezno ime in ne zaznamuje nicesar. Nasle-
dnji diagrami prikazujejo odnos lastnega, obcega in navideznega imena do
oznacenega objekta (objektov):

a a a

a) Razporedi na te tri skupine naslednje izraze:

1,e,10, sodo stevilo, 2,0/0,1/0, kvadrat, okrogel kvadrat.

b) Izjava a £ b (beremo: a je b) je resni¢na, ¢e je a lastno ime, b pa lastno
ali obce ime, ki zaznamuje tudi tisti objekt, ki ga oznacuje a. Kako izgleda
diagram za resni¢nost izjave a e b?

¢) Zapisi v tem simbolizmu izjave:

2 je prastevilo. 2 je liho stevilo. Ljubljana je mesto. 2 je 2. Sava je naSa
najdaljsa reka.
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6. Relacijo & — % med dvema mnozicama izjav je prouceval nemski logik
Gerhard Gentzen (1909-1945). Izjava &/ — 9 je resnina, ¢e in samo ¢e je
vsaj ena izjava iz mnoZzice &7 neresnic¢na, ali pa vsaj ena izjava iz mnozice
P resnicna.

a) Pokazi, da je relacija = poseben primer relacije —.

b) Dokazi, da velja naslednje pravilo sklepanja:

Ce o/ - B, X in X, & — B, potem o — AB.

7. Nekaj logi¢nih nalog

1. V sobi sedita dva zakonska para. Trije ljudje izmed njih vedno govore re-
snico, ¢etrti pa se véasih tudi zlaze. Kako bi z dvema vprasanjema ugotovili,
kdo je s kom porocen?

2. V neki ustanovi imajo tri ra¢unalnike, vse razli¢nih znamk. Programirani
so tako, da daje racunalnik CDC vedno pravilne odgovore, ra¢unalnik IBM
vedno napacne, rac¢unalnik DEC pa nepredvidljive. Ko je profesor Binarni
obiskal ustanovo, je vprasal manjSa dva racunalnika: ”Katere znamke je
najvecji ra¢unalnik?” Prvi racunalnik je odgovoril: "CDC,” drugi pa: "IBM
ni.” Profesor je takoj ugotovil znamko najveéjega racunalnika, ¢eprav ni
videl oznak na njih. Katera je?

3. Zmnani logik De Morgan (1806-1871) je napisal naslednjo anekdoto:

Neko starejSo redovnico je pogosto obiskoval mlajsi gospod in predstoj-
nici samostana se je zdelo potrebno, da jo vprasa, kdo je to. ”"Neki bliznji
sorodnik,” je odgovorila redovnica. ”Ampak kakSen sorodnik?” je hotela
vedeti predstojnica. 7O, gospa,” je rekla redovnica, “res bliznji sorodnik,
saj je njegova mati bila edini otrok moje matere.” Predstojnica je bila s tem
odgovorom zadovoljna. Veliko ljudi, ki so slisali o tem, pa se je trudilo, da
bi ugotovilo, kaksno sorodstvo je to. Kako sta si torej v sorodu redovnica in
njen obiskovalec?

4. V neki ustanovi imajo dva racunalnika, in sicer znamk IBM in CDC.
Programirana sta tako, da daje eden vedno pravilne, drugi pa vedno nepra-
vilne odgovore. Ko je profesor Binarni obiskal ustanovo, je vprasal manjsi
racunalnik: "Kaj bi odgovoril veé¢ji racunalnik na vprasanje, ali je manjsi
racunalnik CDC?”

Profesor je dobil "ne”.

Katere znamke je manjsi rac¢unalnik?

5. Trije bratje so nekega dne obiskali prijatelja v bolnisnici. Istega dne so to
storile tudi njihove Zene. Vsak izmed njih je bil pri prijatelju samo enkrat.
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Vsak od treh bratov je tam sre¢al obe svoji svakinji in nobenega brata. Ali
je kdo izmed njih srecal tudi svojo zeno?

6. Izmed treh fantov in treh deklet se vsak fant pozna natanko z dvema de-
kletoma, vsako dekle pa natanko z dvema fantoma. Ali jih lahko razvrstimo
v pare tako, da se v vsakem paru dekle in fant poznata?

7. V nekem odboru v OZN velja naslednje: predstavnik Rusije zna od tujih
jezikov samo francosko, Ameri¢an pa samo $pansko. Poljubna trojica, v
kateri sta tudi Rus in American, se lahko med seboj pomeni (to je, eden
izmed trojice zna neki jezik, ki ga govori drugi, in enega, ki ga govori tretji).
Ali se lahko pomeni tudi poljubna trojica?

8. Kovacevi se takole pogovarjajo:

Mati: Danes so mi povedali, da je Kranj¢ev sin Janez diplomiral, ¢eprav je
star Sele enaindvajset let.

Oce: Ljubica, ti si nekaj pomesala! Kranjéevemu sinu je ime Peter in je
pred kratkim praznoval osemnajsti rojstni dan.

Hé¢i: Poznam samo Kranjcevo Zeno in spominjam se, da je rekla, da je sin
star petindvajset let, vendar ga je imenovala drugace kot ” Janez”.

Kako je ime Kranjc¢evemu sinu in koliko je star, ¢e je pri vsakem odgovoru
toCen samo podatek o letih ali pa samo podatek o imenu?

9. Profesor Binarni je imel eno ¢rno in ve¢ belih kap. Poklical je dva najbolj
nadarjena ucenca, ju postavil drugega za drugim in jima polozil kapi na
glavo, tako da nobeden ni mogel videti barve kape, ki jo ima sam na glavi,
kot tudi ne kap, ki so preostale. Najprej je vprasal tistega ucenca, ki je imel
drugega pred seboj, kaksno kapo ima sam na glavi. Ta je odgovoril, da ne
ve. Kaksno kapo ima na glavi drugi uc¢enec?

10. Tri osebe — A, B in C — so vsi odli¢ni logiki. Vsak lahko izpelje vse
posledice poljubnega Stevila premis. Vsak tudi ve, da sta druga dva odli¢na
logika.

Vsem trem so pokazali sedem znamk: dve rdeci, dve rumeni in tri zelene.
V temi so vsakemu prilepili eno znamko na ¢elo, druge pa so spravili v predal.
Ko so spet prizgali lu¢, so vprasali osebo A, ali ve za eno od barv, katere
znamke nima prilepljene. Oseba A je odgovorila, da ne ve. Po tem so isto
vprasali osebo B in odgovor je bil "ne”. Ali je mozno iz teh informacij
sklepati, kaksne barve je znamka A-ja, B-ja ali C-ja.

11. Ali je moZna naslednja situacija?
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_

ries of Sherlock Holmes. Knjigo smo leta 1986 dobili v slovenskem prevodu.

12. Leta 1982 so trije pari skupaj proslavljali dan republike. Vsak moz
je brat ene od Zena in vsaka Zena je sestra enega od moz. Helena je 26
tednov starejSa od svojega moza, ki je bil rojen avgusta. Kovaceva sestra je
porocena s svakom Heleninega brata. Porocila sta se na njen rojstni dan: to
je januarja. Marta Kovaé ni tako visoka kot Vili Kranjc. Arturjeva sestra
je lepsa od Beti. Janez je star 50 let.

Kako je ime gospe Kos?

Resitve nalog

1. Izjave

1.

a) Dokazimo trditev za pravilo = =. Izjava —=(A = B) je resni¢na natanko
tedaj, kadar je A = B neresni¢cna. To pa je natanko tedaj, kadar je A
resnic¢na, B pa neresni¢na, ali drugace povedano: A resni¢na in —B resnicna.
b) Dokazimo trditev za pravilo =. Izjava A = B je resni¢na natanko takrat,
ko je A neresni¢na ali B resni¢na, to je, ko je resni¢na vsaj ena od izjav —A

ali B.

¢) A& B -(A < B)
Al -A -A A
B | -B B -B
d) AV B —~(AY B) A1 B
Al -A Al —-A -A | -B
-(A 1 B) Al B -(A | B)
A -A A|B

B -B
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e) -1 -0
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—p A =r (morda —=(p A 1))

B

) pV q (veckrat tudi pV q)
n)p¥yq

0) ~(~p A ) (morda ~(~(p A7)
p) =(pV q) (vEasih tudi =(p ¥ q))

3.

a) f(—=1) =1, f(1) =1, f(0) = 0,9(—2) = 4,9(0) = 0,9(1) = -2,
9(2) = =3,h(=1) =2,h(0) = 1, (1) = 0, f(f(1)) = 1,9(9(-1)) = =3,
9(9(1)) = 4,9(9(2)) = 6, h(h(-1)) = =3, h(h(0)) = 0, h(h(1)) =1
g(h(=1)) = =3,h(g(2)) = 10
b)  h(z) = h(z) = —1

2=224+1A2<0 —1=—-2241Az>0

z=-1 2 =22=+2

g(x) =2 g(x) =0

2=-"2rxNzx<1 0=-2xNz <1

r=-—1 =0
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c) y=h(h(z)) & @<0=>y=—(22+1)2+1)A
O<z<l=y=—(—22+2)2+1)A
r>1=y=(-22+1)2+1)

(—2x—1)2 2)A

4.
a) A B C CE A POTEM B, SICER C

0 0 O 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

b) CE A, POTEM B, SICER C = (A= B)A (mA = C)

¢) CE A, POTEM B, SICER C - CE A, POTEM B, SICER C
A -A A —-A
B c -B -C
¢) y=f(z) = CE x>0, POTEM y =z, SICER y = —=x
y=g(r) < CEy <1, POTEM y = —2x2, SICER y = — (2 — 1)? — 2
y="h(z) e CEz <0, POTEM y =22+ 1,SICER y = —2% +1
y = h(h(z)) & CE 2 <0, POTEM y = — (22 +1)? + 1,

SICER CE0 <z <1, POTEM y = —(—2? + 1)2 + 1,
SICER y = (—22 +1)2 + 1
y=g(g(x)) & CE z < —1/2, POTEM y = —(—2z — 1)? — 2,
SICER CE —1/2 <z <1, POTEM y = —2(—2z),
SICER y = —2(—(z — 1)? — 2)

5.

a) ZaCetna mnozica je protislovna. Pravimo tudi, da je drevo zaprto.

b) Ce koncamo v 3.4, zaéetna mnozica ni protislovna. Nabor vrednosti za
enostavne izjave, ki naredi vse izjave zacetne mnozice za resni¢ne, dobimo
tako, da izberemo vejo, ki ni mrtva, enostavnim izjavam, ki ji pripadajo,
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priredimo vrednost 1. Ce negacija enostavne izjave pripada veji, ji priredimo
. . vni iziavi privedi . .
0. Ce ni ne eno, ne drugo, enostavni izjavi priredimo katerokoli vrednost

&) 1.

p= —q
p=-r izjave dane mnozice
qVvr
—r=p
—p —q 1. pogoj
q r q r 3. pogoj
—p -7 -p | -p | or 2. pogoj
ripl|r|p|r|p]| X X |r|p| x 4. pogoj
X | X | x X X

Mrtve veje smo zaznamovali z x. Na vseh zivih vejah se pojavljata —p in r.
Ce priredimo izjavi p vrednost 0 in izjavi r vrednost 1, je zaCetna mnozica
izjav resnicna.

2.
p
p=4q

qg= (rVs)

—r

-
-p q
X —q rVs

X r s

To je drevo s samimi mrtvimi vejami (zaprto drevo). Zacetna mnozica
je protislovna.

d) Semanti¢no drevo za negacijo izjave —=(p V q) = —p A —q je zaprto; sama
izjava je tavtologija.
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=(=(pVq) = —pA—q)
—(pVq)
—(=p A —q)
-p
—q
-—p | —7¢
p g
X X

7. Ce na otoku resni¢nikov in neresni¢nikov oseba A izjavi p in ¢e uvedemo
enostavno izjavo

a = oseba A je resni¢nik,
potem na osnovi izjave p vemo le
a<p
To je, ¢e je A resni¢nik, potem je izjava p resni¢na, ¢e pa je A neresnicnik,

je p neresnica.

a) Uvedimo Se: b = oseba B je resni¢nik. Potem pogoje naloge strnemo v
izjavo a < (a = b). Semanti¢no drevo zanjo je:

a< (a=0b)

a -a
a=b | -(a=0b)
—a | b a

—b
X X

Imamo eno samo moznost za resni¢nost pogojev, to je, da sta resni¢ni izjavi
ain b.

c) Izjava 2 + 2 = 5 ni resnica, zato jo lahko zamenjamo z izjavo 0. Pogoj
naloge se glasi a < (a = 0). Drevo za to izjavo je zaprto, kar pomeni, da
so pogoji protislovni.

8. Vpeljimo naslednje oznake:
p = Andrej je (danes) Sunko.
q = Boris je Sunko.
r = Cene je Sunko.
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Potem —p pomeni, da Andrej je pecenko. Pogoje naloge lahko zapisemo:
p = —q, p=-r, qVr. Drugi pogoj zamenjamo z dvema p < —r, -r = p.
Semanti¢no drevo za to mnozico smo opisali v nalogi 5.¢. Iz njegovega opisa
razberemo, da Andrej vedno je pec¢enko, Cene vedno Sunko, Boris pa lahko
naroc¢i enkrat eno, drugi¢ drugo.

9. Vpeljimo oznake j = Janez je kriv, p = Peter je kriv, t = Tomaz je kriv.
Izjave osumljenih lahko zapiSemo:
pA-t,j=t,-tA(pVj)

a) Konstruiraj semanti¢no drevo za to mnozico izjav.

b) Pokazi, da je p A =t = (=t A (p V 7)) tavtologija.

c) Ce imajo p, t,j vse vrednost 0, kaksne so vrednosti izjav, ki so jih dali
osumljeni?

¢) Isto kot a).

d) Pogoji so tile:

—j e (pAnt),pe (j=1), 0t e (HEA (V).

2. Enakovredne izjave

1. 7Z znakom = vpeljujemo nov znak ali okrajsavo.

Ce velja a ~ b, potem seveda velja a < b. Obratno pa ni vedno res.
Janez in Peter rabita veznik ”¢e in samo ¢e” v razlicnih pomenih.

Izjave p = danes je cetrtek, ¢ = jutri je petek in r = jutri je sobota so v
torek vse neresni¢ne. Zato sta p < ¢ in p < r obe resni¢ni. Torej je Janez
lahko uporabil ”¢e in samo ¢e” v pomenu <. Izjavi p ~ ¢ in p ~ r sta
obe napacni. Petrova raba je torej razlicna od obeh, pa vendarle povsem
obicajna.

2.
a) —(A=B)~AAN-B,A= B~-AVB,-(AANB)~-AV-B itd.
3. A B C (A=B)AN—A=C) (AANB)V(-ANC)
0 0 O 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0
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4.

a) Absolutna vrednost y = |z|

b) 2lz| +4| =5~ (z>0A[2x+4|=5)V(z <OA|—-2x+4|=5) ~
(x>0Nzx>-2AN2x4+4=5)V(x>0ANz<-2A—2x+4) =5)V
(x<0ANx<2AN-224+4=5)V(x<0Az>2AN—(—2x+4)=5)~
(z>0Nz>-2N2=1/2)V(r<O0OAz<2ANz=-1/2)~
x=1/2Ve=-1/2~zec{1/2,-1/2}

c) [|22 — 6] — 5| > 1
2r—-62>0 2r -6 <0
>3 T <3

|20 —6—5|>1 | —(2x —6) — 5| <1

|22 — 11| > 1 | -2z +1]>1
20 —11 >0 2 —11 <0 —2x+1>0| -22z4+1<0
x> 11/2 z < 11/2 z<1/2
2 —11>1| —2z—11)>1| —22+1>1 x

x>6 z<5H <0

x € (6,00) x € [3,5) x € (—00,0)

R: z € (—00,0) U [3,5) U (6, 00)

Omrezje prevaja tok, ¢e veljajo: ¢, —p, j (glej nalogo 9.d v 1. pogl.).

6. Omrezji, ki pripadata izjavi (p = (¢ = 7)) = (p=¢) = (p=71)) in
njeni negaciji, sta:
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Katerokoli pot v omrezju za negacijo izjave vzamemo, npr. {r,q,p, -},
ta vsebuje kakSno enostavno izjavo in njeno negacijo. Zato vezje ne pre-
vaja toka. Na omrezju za prvotno izjavo poti ustreza ”pre¢na”’ pot (npr.
{=r,—q,—p,r}). Vsaka precna pot v omrezju za tavtologijo vsebuje proti-
slovje.

7.

a) (peq) er
peq | -(peq) (peqer ~ (rApAgV
r —r (r A=pA—q)V
pl-p|p | P (= Ap A=q)V
q|—q|—q| ¢ (=r A=p Aq)

(p==g)A(p=—r)A(gVr)A(r=p)~
(FpAgAT)V (ZpAT)V (g AT A—p) ~—DAT

8. Pogoj za kontrolo je izjava: di Ada AsA((f AdAba)V (=f Aby)).

9. f) —pv-or p) —pVyq
i) pAT ) (=pV 1) A (=g V —s)
o) pVr ) (mpV-r)A(gVs)
10.
a) s==(pAgA(PVq) p ¢ S C
cC=pAq 0 0 0 O
01 1 0
1 01 0
1 1 0 1

¢) f(p,q,7) = (~p A=g A=)V (=pAgAT)V (PA-gAT)V (DA GA-T)
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3. Sklepanje

1.
b) Vpeljimo oznake: p = danes je sreda, ¢ = jutri je cetrtek, r = jutri je
petek.

Izjavi p = ¢ in p = r sta resnicni, izjavi p = ¢ in p = r pa ne.

Janez, Peter in Tomaz uporabljajo veznika ”¢e, potem” v razlicnih po-
menih.

2.
a) Vzemimo npr. sklep A,-B = —(A = B). Pokazati moramo, da je
mnozica {A, 7B, -—(A = 8)} protislovna.

Drevo zanjo je zaprto:

A
-B
-—(A= B)
A= B
-A B
X X

3.
a) Glej nalogo 5.¢.1.

b) Ce zelimo dokazati &/ ~ B, moramo najti tako prireditev vrednosti
enostavnim izjavam, da bodo vse izjave iz &/ resni¢ne, B pa neresni¢na
izjava. Semanti¢no drevo za mnozico & tedaj vsebuje odprto (zivo) vejo, ki
ji B ne pripada. Ce mora biti Se < K~ B, moramo imeti Se zivo vejo brez
izjave = B.

Drevo za {A < AANB, A& (A< B)} je:

A< (ANB)
A& (Ae B)
A -A
ANB | -(AAB)
B -A -B
A -A A -A A -A
A<B|-+(A<B)|AeB| (A< B)| A« B | ~(A< B)
A —-A X X -A A X -A B
B | -B B | -B B | -B
X X X X
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Torej niti A niti = A ni izpeljiva, zato pa je B, saj nastopa B na vseh zivih
vejah.

OPOMBA. Drevo za dano mnozico izjav se lahko zelo razbohoti. Da se to
ne bi zgodilo, upostevajmo nekaj pravil: Nobene izjave ne piSimo dvakrat
na isti veji. Pravilo -—A ~ A upostevajmo, ne da bi to posebej zapisovali.
Recimo, da na veji nastopata A in A = B. Ali lahko dodamo k veji izjavo
B? Kaj pa, ¢e imamo Ain A< Bali -Ain A< BaliA= Bin-B. V
teh primerih lahko drevesa oklestimo mrtvih vej:

A -B A —-A
A= B A= B As B As B
-A | B| A B Al -A | A | -A
X X | B|-B B | =B

X X

A -B A -A
A= B A= B As B As B

B —-A B -B

Za kon¢éno obravnavo so vazne samo Zive veje in enostavne izjave ali njihove
negacije na njih. Zato bomo veckrat od vsega drevesa zapisali samo te.

d) Vpeljimo enostavne izjave: [; = prvi vedno laze; lo = drugi vedno laze;
Jj = prvi je Janez; potem —j = drugi je Janez.

Odgovor drugega je "DA”. Odgovor drugega je "NE”.
Vi l1 Vi
h=-j h=—j
lo =7 lo = —j
| o L | &
~J|J ~J |

Odgovor je bil torej "NE”. Druga oseba je Janez.

e) Vpeljimo oznake: a = A je resni¢nik; b = B je resni¢nik. Pokazi, da

a< —(aAb) Eaina < —(aAb) = —b (glej c), torej odgovor osebe A ni

bil ”NE”. Kaj bi bilo, ¢e bi bil odgovor na drugo vprasanje "DA”? (glej b)
Torej je bil drugi odgovor "NE”. Oba sta torej neresni¢nika (glej ¢).

4.
a) —p = -z, = P,z E v Sklep je pravilen.
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b)p=o0,k=v,-0V-wE-pV-k Sklep je pravilen.

c)d=pdEp Sklep ni pravilen.
¢)d=hAr,~d=-hV-r Sklep ni pravilen.

d)a=nVi,-nA-lE-a Sklep je pravilen.

e) k=dVs,d= (s=u) =k Sklep ni pravilen.

)m = (=(pVo)=d),~oE=mA-d=p Sklep je pravilen.
g)

)

—

-c=i,c=(-k=h),i=-pEpA-k=nh Sklep je pravilen.
h)z+3=V3—2=>224+6x+9=3—ux,
2 +6r+9=3-z< (z+6)(xr+1)=0,
(z+6)(z+1)=0z2=—-6Ve=-1
Frz+3=V3—-z=x=—-1Ve=-6
Sklep je pravilen.
i) Sklep ni pravilen (¢e je zakljutek x = -1V = -6 =2+ 3 =3 — z).
D. Naj bo z poljuben ¢lan kluba Zaznamuij' p =z je élan financnega

Potem lahko pogoje zapisemo: p = q,q /\ r=p,r= q.
Dokazi: p = q,r = —qEqAr = p.

o

a) Osumljeni ne more biti hkrati v New Yorku in Madisonu.
b) Ce ni dokazov, ni kriv.

¢) Ce ni dokazov, mora biti oproscen.

¢) Nocem zamuditi.

7. Drevo za mnozico {r = X,l = =X, r = —l,r V [} mora biti zaprto:

r l Zato mora veljati: X | [V —r, saj prvo vejo
-l —r lahko zapremo samo z [ (zaradi —[) ali z —r (za-
X | =X radi 7).

Podobno =X = -l V r ali, kar je isto, | A —=r = X. Zato mora veljati
IN-rE=X EIV-r. Resitveso X1 =1, Xo=IA-r, Xg=1V-r, Xy =-r.

Pokazi se r = -l E X1 & Xo, r = -l E X3 < X4

8 s | —s To drevo moramo zapreti: X = pV-s, =X = s,
X | =X -s = X. Pogojje sEX EpV-s.
-p

Imamo dve reSitvi: X; = —s, X9 = pV —s. Prva ne pride v postev, ker
je s < —s protislovje.
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9. X =(pVq) N—r

10.
b) Vpeljimo oznake: s = vpraSani je popolnoma priseben, p = vprasani je
pacient.

Izjavo vprasanega zaznamujmo z X . Inspektor je sklepal s & X = sAp.
Drevo za {s < X, (s Ap)} smo obravnavali v nalogi 8. Resitev Xy = pV s
ali =(s A —p) preberemo: Nisem priseben zdravnik.

11. Zaznamujmo z r izjavo, da je vpraSani dezelan resnicoljub, in z a izjavo,
da v mesto vodi desna pot. Ali lahko postavimo vpraSanje X tako, da bo
popotnik na osnovi odgovora “da” sklepal, da desna pot pelje v mesto, ce
pa je odgovor "ne”, pa da leva pot vodi v mesto? Mnozici {r < X,—-a} in
{r & =X, a} morata biti protislovni. Resitev je X =r < a. Kako bi izjavo
X prevedel v pogovorni jezik?

12. Zaznamujmo: r = priprti je resnicoljub, | = priprti je neresni¢nik. Glej
nalogo 7.

13. Najprej z enim vpraSanjem pois¢emo nekoga, ki ni laznivec. Eno od
takih vprasanj je (vprasamo prvega in pokazemo na drugega): Ali je res, da

tale ni resni¢nik, eden od vaju pa je neresni¢nik?

14.
a) Izpeljevanje je pod i) za en korak daljSe, in sicer za korak zdruzitve

C,~C = C A~C(~0).

b) Izpeljevanje pod i) je za dva pogojna sklepa daljse, kot ¢e uporabljamo
pravilo ii).

Pravilo iii) je poseben primer pravila ii), ker B V =B lahko izpustimo.
c¢) Pravilo uporabljamo tako, da namesto </ = B = C dokazemo <7, B = C.
¢) Glej pripombo k resitvi naloge 3.

15: Izpeljava, zapisana v simbolizmu, je takale:
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1 SvMvD PR (predpostavka oziroma premisa)
2 SAN-D=M PR
3 D&M PR
4 D=5 PR
5 ==D DP (dodatna predpostavka, predpostavka RA)
6 =M 3,5 (D & M,-D = -M)
7 «8 1,5, 6 (SVMVD,-D,~M = 8)
8 M 2,5, 7(SAD= M,~D,S = M)
9 D 5,6, 8 RA

10 S 9, 4 MP

11 M 9,3 (D,D & M M)

12 SAMAD 10, 11, 9 Zd (posploseno na vec izjav)
Pika pred izjavo pomeni, da ta izjava velja pri pogoju, da velja tudi
dodatna predpostavka, ki to piko uvaja. Npr. izjava S (vrstica 7) je resni¢na,
¢e so resni¢ne premise 1-4 in izjava —D.

16.

a) Locili smo zakljucke od predpostavk; vsak sklep smo zapisali v novo
vrstico, na katero smo se kasneje sklicevali.

b) in ¢) Glej prejsnjo nalogo.

¢) Izjave v vrsticah 9, 10 in 11 so resni¢ne, ¢e so resni¢ne premise 1-4, niso
torej odvisne od dodatne predpostavke.

d) Ce o/, A= D in & |=—D, potem & |= —A.

17.
1 =-A=-B DPp
2 ==B DP
3 ===-A DP
4 ===-B 3,1 MP
5 == A 3,2, 4RA
6 B=A 2,5 PS
7 (WA=-B)=(B=A4) 1,6PS
18.

a) PR; PR; DP; 3 Po; 3 Po; 4, 1 MP; 5, 2 MP; 6, 7 Zd; 3, 8 PS

b) PR; PR; PR; DP; 4, 1 MP; 5 Pr; DP; 7, 2 MP; 8 Pr; 3, 4,6, 7,9 AP

c) PR; PR; PR; DP; DP; 5, 1 MP; 5, 6, 4 RA; DP; DP; 9, 2 MP; 9, 10, 8
RA; 3,4,7,8, 11 AP

¢) PR, PR, A, B,C

d) PR; PR; PR; 1 Po; 1 Po; 3 Po; DP; » B; =C; AA—B; 10, 9 Zd
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e) PR; PR;=A;=--B;=B;=B

20. Zaznamujmo a = krilati lev je ukradel tortice. Potem —a pomeni, da jih
je ukradla zelva. Zaznamujmo izjave kuharice, macke in gosenice z b, ¢ in d.
Zmesani zajec trdi b A ¢; polh trdi b A d; klobucar trdi ¢V d; kusc¢ar Bill trdi
(bAc)V (bAd); sreni fant trdi bA (eVd); (bAc)V(DAD)) A=(bA(cVd)) je
izjava belega zajca; Alica je izjavila (bAc)V (bAd)) A=(bA (cVd)) & —a.

Recimo, da je b resnica, potem je leva stran Ali¢ine izjave ekvivalentna
(cvVd)A=(cVd) ~ 0. Recimo, da je b neresnica — potem je ((0Ac)V (0Ad)) A
=(0A (cVvd))~0. Torej —a ~ 0 oziroma a ~ 1. Torej je krilati lev ukradel
tortice. Tisti, ki imate Smullyanovo knjigo, pa prepisite njegovo resitev v
simbolni obliki.

21.

a) DP; DP; 1, 2 MP; 1, 3 PS; 1, 4 PS.

b) DP; DP; 2, 2, 1 RA; 1, 3 PS.

) DP; DP; 2,1 PS; 1, 3 PS.

¢) DP; DP; DP; 3, 1, 2 RA; 2,4 PS; 1, 5 PS.

d) - p;--NNNp---NNp--Np, NNp; CpNNp.

) ma Oqrymmnpy=nnqimnnry=e Cpr;= CCqrCpr.

)" NCTNNT;"'T‘;""NNNT‘; ----- NNryeene Nyseaa NNy;== CrNNr.
g) * CNpp;=+* Np;*= p;= p.

¢}

22. Najprej uvedimo okrajsave: p = prva oseba je resni¢nik, ¢ = druga
oseba je resnicnik, r = tretja oseba je resni¢nik. Kako bi zapisali dejstvo, da
je kvecjemu eden laznivec? Sestavili bi ga iz Sestih pogojev: Ce je i laznivec,
potem j(i # j) ni laznivec: CNpq, CNpr,CNgp, CNqr,CNrp,CNrq. Ce
sedaj drugega ¢loveka vpraSamo, ali je prvi resni¢nik, imamo dve moznosti:
a) da rece "da”, tedaj vemo se Cqp;
b) da zanika, tedaj vemo se C'qNp.

)
1 Cqgp PR (odgovor "da”)
2 CNpq PR (eden od pogojev naloge)
3 =Np DP
4 =q 3,2 MP
5 =p 4,1 MP
6 p 3,5,3 RA
V tem primeru je prva oseba resni¢nik. Sklepanje v drugem primeru je
takole:



1 CgNp PR (odgovor "ne”)

2 CNrp PR
} pogoja naloge

3 CNrq PR

4 =Nr DP

5 =p 4,2 MP

6 =q 4, 3 MP

7 =Np 7,1 MP

8 r 4,5, 7Ra

V tem primeru je tretja oseba resnic¢nik.
Vaja: Dokaza prevedi v pogovorni jezik.

23. a) in b)
Vpeljimo naslednje oznake:
p = kot ABC je vecji od kota BC A.
q = kot ABC je enak kotu BCA.
r = kot ABC' je manjsi od kota BC'A.
s = stranica AC' je daljsa od AB.
t = stranica AC' je enaka stranici AB.
u = stranica AC' je krajSa od stranice AB.
Potem se implicitno predpostavlja:
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pVaqgVr(~-gA-r=p),p= —qp= —ritd. Izreki se glasijo: 1.5
=t=¢LI8=(s=p) A(u=r);1.19 =p=s (119 je torej obrat izreka

1.18).
Dokaz izreka 1.19:

1 p PR
2 =-s DP
3 "tVu 2, (sVtVun~-s=tVu) MP
4 =nt DP
5 wug 4, 1.5 MP
6 =t 4,1,(iz g sledi —p) RA
7T =mu DP
8 ==r 7, 1.18 (drugi argumenti) MP
9 =-w 7,1, (—psledi iz r) RA

10 ~~tA-u 6,97Zd

11 s 23,19 (~ =(tVu)) RA

Vpeljimo oznake:
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p = vsota kotov BGH in GHD je manjsa od dveh pravih kotov.
g = AB in CD se sekata, ¢e ju dovolj podaljsamo preko B oziroma D.

r = vsota kotov AGH in GHC' je manjSa od dveh pravih kotov.
s = AB in CD se sekata, ¢e ju dovolj podaljsamo preko A oziroma C.
Peti postulat zapisimo takole: (p = ¢) A (r = s).

Vpeljimo Se:

5 = vsota kotov BGH in AGH je enaka dvema pravima kotoma,
t = vsota kotov GHC' in GHD je enaka dvema pravima kotoma.
Izrek 13 zapiSemo S A t.

Ce vpeljemo a = AB || CD, velja a < —q A —p.

Oznac¢imo: ¢ = kot AGH je enak kotu GHD.

Izrek 29 lahko zapisemo: a = c.

¢ = kot AGH je vecji kot kot GHD.

d = kot GHD je vecji od kota AGH.

e = kota AGH in BGH sta skupaj ve¢ja od BGH in GHD.
Zdaj dokaz izreka 29 poteka takole:

1 a PR
2 =—c DP
3 =¢vd 2, ¢c=(¢Vvd) MP
4 =g DP
5 wme 4, ¢ = e MP
6 =p 5, e = p (sledi iz 1.13) MP
7T ==q 6, peti postulat (p = q) MP
8 ==-a 7,a < g A —s (zato ¢ = —a) MP
9 =—¢
Isto velja, ¢e predpostavimo d, torej:

10 =—d

11 ==¢A—-d(~ —(cVd))

12 ¢ 2,3,11 RA

Evklidove dokaze smo analizirali v okviru izjavnega racuna. Mozna pa
je popolna formalizacija Elementov v jezik simbolne logike.
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24.
b) N ={-AV-B,-AV~C,CV A BVC}

A -AV-B A —AvV-C
-B BvC -C

C\
0
4. Zgradba izjav in predikati

1. Mxy = z je mati y-na.

a) Maz (isto tudi b).

c)in¢)b5>2

d) in e) Vrstni red besed v slovenskem jeziku je do neke mere poljuben.
Izjavi sta dvoumni.

2. St = x spi
—(5j A Sp)(~ =55V =5p)

3.
a) 1) Izhodisée ima absciso in ordinato enako 0.

ii) Ce imata tocki isti koordinati, gre za isto tocko.
iii) Koordinati tocke sta enoli¢ni.

b) K(A,-1,1), K(B,0,1), K(C,—1,0)

4.

a) Mfj

b) M jp

c¢) Mati je kve¢jemu ena.

b) Ostanek je manjsi od delitelja.

c) Ce je deljenec manjsi od delitelja, je deljenec enak ostanku.

d) Delimo le s stevili, razlicnimi od 0.

g) Pri deljenju sta koli¢nik in ostanek enoli¢no dolo¢ena.

h) Ce delimo &tevili in dobimo isti koliénik in isti ostanek, gre obakrat za
isto stevilo.

t



6.
a) P(2) A P(3) f) =(P(a) A P(b))
b) =P(4) A =P(6 g) ~(P(a) A P(b))
c) ~(P(2) A P(4)) h) =P(a) A =P(b)
¢) =(=P(4) A=P(6))(~ P(4) vV P(6)) i) —P(a)V —P(b)
d) P(a) A P(b) j) ~(=(P(a) A P(b))(~ P(a) A P(b))
e) =P(a) AN —P(b)
7.
a) Zx = x je zvezda, s = sonce: Zs. ¢) N(3)
b) n = nam najblizja zvezda, s = n. d) P(3)
c)2=1+1 e) Vo(Cx = Zr)
8.

¢) Rxgry1, Rxsxy, Rz, Rrsrs, Rrsxy, Rrszy
9.
b)
13

a) Lzy = oseba x ljubi osebo y.
Rxyz = oseba x ima rajsi osebo y kot osebo z.
Ljt N Rjjt
Vr(Lr = Kx)
Vo(Ljx = Tjx)
Dzxzyu = oseba x da osebi y re¢ u; Dittm A Dtjp
Vo (Pzxx = Vy(y # x = Pzy))
Va(Cx = Dz)
Vo (Sz = Zx) AVz(-Sz = —Zx)
Bug
Mx = z-a je rodila mati; Mm A Mt
Vz(Dx = Nzx)
j) Pxt = x je pameten ob ¢asu t; ~JdxViPxt
k) Zzy = oseba x je najboljsi zdravnik osebe y; VaZzz

o T
~—

-
Prlael

NapRais

—

~— —



127

1) Dxy = oseba x je za stvari y; ~VaVyDaxy
V tem in podobnih primerih spremenljivki « in y zajemata vrednosti iz
razlicnih mnozic. Ce bi se omejili le na eno podroéje, bi morali uvesti dve
dodatni oznaki, npr.:
Cr = z je ¢lovek, Sy = y je stvar, naso izjavo pa bi zapisali ﬂVxVy(C'w A
Sy = Dxy)
m) Vz(Rz = Tx)
n) Bzy = oseba x je najblizja osebi y; VaxBxx
0) in p) Pxy = oseba x privoséi to ali ono osebi y; Vo (—~Prx = Vy(y # = =
~Pzxy))
r) Ve(Mz = YyPzy)
s) Sxy = oseba x se spozna na y; “VaVySzy.
5)
)

u) VaVy(Pry = 3z(z #x Az # y A Dz))
v) =3xVyUxy
z) Isto kot v).
7z) Kz = x je stvar, ki vzhaja (narasc¢a sama od sebe), Dz = x je dolg,
Vzy = x vzhaja bolje od y, Va(Kx AVy(y # = = Vay) = Dzx)

14.
i) Ve—-Pjx ii) Vo= Pxj

15. Rx = z je resnica, i) Vz(lxr = —Rx) ii) =Vz(lx = Rx)

16.
a) Vsako Stevilo ni enako vsakemu $tevilu (resnica).
b) Nobeno stevilo ni enako vsakemu Stevilu (resnica).
c¢) Nobeni stevili nista enaki (neresnica).

17. Definirajmo N(EL’,EE} S Va, 8,7 € R ad + Bb + w=0=«
v=0
a) N(d’,g,(?) iVJEIa,ﬁ,’yER:J: ad’+ﬁg+’y€
b) Vo € NgJa,b,¢,d € Ng : 2 = a® + b% + ¢ + d?
c) Txt = oseba x je bila v Trstu ob ¢asu ¢.
Vo (Jx = tTxt)
¢) Ve (0x = JyOyx)

|
™
|

19. Vse tri izjave pomenijo isto: Vz(Pz A x # 2 = Lx)

20.
a) Vsakdo da vsem vsako stvar.
b) Za vsakogar lahko najdemo nekaj, kar da vsem.
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c) Obstaja stvar, ki jo da vsak vsem.

¢) Za vsakogar lahko najdemo nekaj, kar dobi od vseh. Razlike med ”nekaj”
in "kaj” ni mozno izraziti v nasem simbolizmu. Zaradi precej poljubnega
vrstnega reda besed v slovensc¢ini tudi ne moremo zanesljivo razlikovati med
i), i), k), 1), m), n) in p). En pomen teh stavkov je VaVy3zR(x,y, z).

o) AzVaVyR(x,y, 2)

r) Isto kot o) ali morda Vz3zVyR(x,y, z).

22.
a) Jz(z? —32+2=0A22-62+6=0)

Jz(2? — 32 +2 =0) A Jz(2? — 62+ 6 = 0)
b) 3z(z? —3x+2=0A22 - 52+ 6 =0)

22 -32+2=0&22-52+6=0
c) V zgornji izjavi manjka kvantifikator, zato se nanasa na celotno izjavo.
Razlika je v bistvu ista kot med Va(P(z) = Q) in JzP(x) = @, kjer = ne
nastopa v (). Prva izjava ni resni¢na; ¢e vzamemo .# = {1},n = 2, potem
so resnicne izjave 4 CN, 1€ # in2€ . # =2+1¢€ .#,toda .# =N ne
velja.

23.
a) =B NVr(red & xeB)

E(a,b,c) & a=bAb=c

V drugem primeru smo trikotnik zaznamovali s trojico stevil. Enakost
mnozic pomeni istovetnost, enakost daljic pa istovetnost njihovih dolzin.
c¢) Po tej definiciji je vsaka mnozica tock diskretna, saj je le razdalja tocke
do same sebe enaka 0, razdalja dveh tock pa je vedno vec kot 0.

Tisto, kar je misljeno, zapiSemo z definicijo:

A je diskretna < (30 > 0)(Ve,y € A )(x #y = D(x,y) > 9).

24. Pri definiciji relacije T razlikujemo tri primere. Prvi primer pravi, da je
objekt sam s seboj v relaciji T', drugi primer pravi, da sta z in y v relaciji T,
¢e sta v relaciji R. V tretjem primeru imamo rekurzijski pogoj, ko na desni
strani definicije nastopa relacija, ki jo moramo definirati. Taksni primeri so
pogosti pri programiranju.

25.

a) JxVyTzxy

b) VaVyTzy

¢) JaVyTyx

) JaVyTzy (glej pripombo k nalogi 20)
d) Vz3yTyx (morda FyVaTyx)

e) JaVyTxy (morda YyIzTxy)

(@]
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26. Dejstva in definicije lahko zapiS§emo v mikro prologu, kot je razvidno iz
programa.

Nato lahko ra¢unalnik vprasamo: Ali je (ABC') premica, kateri seznami
so premice, katere premice so vzporedne premici (ABC)? Mikro prolog
nima eksistencionalnostnega kvantifikatorja. Definicijo to¢ke v simbolizmu
zapiSemo:

X tocka < JY (Y premica AX NAY)

Neko vrsto univerzalnostnega kvantifikatorja pa prolog pozna. Ce bi
hoteli izvedeti, ali je relacija vzporednosti tranzitivna, bi vprasali:

is (forall X premica and Y premica and Z premica and X vzporedna Y
and Y vzporedna Z then X vzporedna Z)

Nage pogovorno podrocje je konéna afina geometrija. Trditve pod ¢ so
aksiomi. Rac¢unalniski program izgleda takole:

ABC) premica
EF) premica

QU

HI) premica
ADG) premica
BEF) premica
CFI) premica
AET) premica
CEQG) premica
AF @) premica
CDH) premica
BF@) premica
(BDI) premica
X tocka if
Y premica and
X ONY
(XY Z) vzporedna (zyz) if
(XY Z) premica and
(zyz) premica and
(either (XY Z) EQ (zyz) or not (X1 ON (XY Z) and X1 ON (zyz)))
X kolinearna (Y 7) if
x premica and
X ON z and
Y ON z and
Z ON z
(XY) vzporedna; (Zx) if
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y premica and

z premica and

X ON y and

Y ON y and

Z ON z and

x ON z and

y vzporedna z
&is((ABC) premica)
YES
&which(z: x premica)
(ABC)
DEF)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(BDI)

No (more) answers

&which(z: = vzporedna (ABC))
(ABC)

(DEF)

(GHI)

No (more) answers

5. Se o sklepanju

1.
a) Peter je pravilno ovrgel Janezovo sklepanje. Ce uvedemo Dz = z je
dober u¢benik, Vx = z vsebuje veliko nalog, m = Janezov u¢benik; potem
se Janezov sklep glasi:
Vo(Dz = Vz),Vm = Dm.
b)Ve(x >1)E=1>1
¢) YxIySzy = FaVy(z > y)
¢) Ve3yPzxy = IyVe Py
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d) Sxyz = x je mati; y pa oce osebe z:
—JyIzSmyz | —-3zSmjz

e) YaSxh = VeShe

f) VeSx = Ve Px [~ Va(Sx = Prx)

h) P(ABCD) AN —=K(ABCD) = —Vz(Pzx = Kxz)

i) Vo (Ei(x) © Es(x)) = JxEq(z) A xEs(x)

3. Najprej dokazimo, da so vse Zenske ¢lanice drustva src. Vzemimo po-
ljubno Zensko — ta je ali ¢lanica vseh drustev ali pa ni. V prvem primeru je
tudi ¢lanica drustva src. V drugem primeru ni ¢lanica enega drustva in po
(1) mora biti ¢lanica drustva src. V vsakem primeru je ¢lanica drustva src.

Nato iz (2) sledi, da noben mogki ni ¢lan vseh drustev. Ce bi bil kaksen
moski ¢lan vseh drustev, bi bil tudi ¢lan drustva src. Toda tedaj ne more
biti ¢lan drustva src. Ker je vsak moski izven kakSnega drustva, mora ljubiti
vse zenske, ker so vse zenske ¢lanice drustva src.

4. Kadar imamo pri sklepanju le enomestne predikate, si pomagamo z Ven-
novimi diagrami.

Vzemimo naslednji sklep:
Vsak delfin je sesalec.
Nobena riba ni sesalec.

Noben delfin ni riba.
Oznacimo: Sz = x je sesalec.

Dz = z je delfin.

Rx = x je riba.

Sklep lahko zapisemo simboli¢no: | =
Vz(Dx = S) D —
Vz(Rx = —Sx) ———

Vz(Dx = —Rx)

Diagram je takle:

Najprej osenc¢imo del kroga D, ki je izven kroga S. To namre¢ zahteva
prva premisa. Druga zahteva je, da osenc¢imo tisti del kroga R, ki lezi znotraj
kroga S. Del kroga D, ki je znotraj kroga R, je osencen. Izjava Va(Dx =
—Rz) je pravilna.
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Oglejmo si naslednje sklepanje:

Vsak delfin je sesalec.
Nobena riba ni delfin.

Nobena riba ni sesalec.
Sklepanje v simboli¢ni obliki izgleda
takole:

Vz(Dx = Sz).

Vo(Rx = —Dx)

Vz(Rx = —S).
Premisi zahtevata mnaslednji dia-
gram:

Za veljavo sklepa mora biti osencéen ves tisti del kroga R, ki je v krogu S.
Tega pa premisi ne izpolnjujeta. Isto obliko ima tudi tole sklepanje:

Vsaka musnica je goba.

Noben jurcek ni musnica.

Noben jurcek ni goba.
To sklepanje pa je o¢itno nepravilno.

5.

a) Pogoj E) zagotavlja, da imamo drustvo E vseh preverjenih vitezov. Pogoj
C zagotavlja obstoj drustva F vseh tistih, ki niso preverjeni vitezi. Zaradi
pogoja G bo vsaj en otocan trdil, da je ¢lan drustva E, ali drugace — trdil
bo, da ni preverjeni vitez. Oproda ne more trditi, da ni preverjeni vitez (saj
bi bila to resnica). Torej mora biti vitez. Ker ta govori resnico, je torej
nepreverjeni vitez.

b) Pogoj E, zagotavlja obstoj kluba preverjenih oprod. Potem vsaj en
otocan trdi, da je preverjeni oproda. Vitez kaj takega ne bo trdil, preverjeni
oproda tudi ne. To lahko trdi le nepreverjeni oproda.

c¢) Ce bi imeli drustvo vseh oprod, bi vsaj en otocan trdil, da je ¢lan tega
drustva, to je, da je oproda. Toda tega ne moreta ne vitez ne oproda.

¢) Ce bi imeli druitvo vseh vitezov, bi imeli tudi drustvo vseh oprod, kar je
V nasprotju s c).

6.
a) Veljati mora 3z = 32y in P(x,y).

Najbolj enostavno bi bilo z = 2a,y = a. Potem je P(x,y), to je P(2a,a)
in P(32a,a2a).
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Kdaj je 32a = a2a? Ena resitev je a = 3,z = 323. Ali obstoja e kaksna
reSitev?
b) Eno taksno stevilo je 33233. Velja namre¢ P(332x, x2x2x2x). Zakaj?
Od tod sledi (za x = 33) P(33233,33233233233).
¢) Naj bo o = 3273. Velja P(3273, 73273), ker je P(273,73) in P(273,73) =
P(3273,73273).
¢) Za poljubno stevilo a vzemimo y = 32a3, potem velja P(y,ay). Velja
namre¢ P(32a3, a32a3) — glej c!

7.

a) PR; PR; DP; 1 OE; 2 OU; 3 OU; 4 po; 7, 5 MP; 4 Po; 9, 6 MP; 10, 8 Zd;
3,11 RA

b) PR; PR; 2 OU; 1, 3 MP

c) PR; PR; DP; 3 OU; 2,4 MP; 5, 1 Zd; 3, 6 RA

¢) PR; DP; 1 OE; 2 OU; 3 Po; 5, 4 MP; 3 Po; 7, 6 Zd; 2, 8 RA

d) PR; PR; DP; 2 OE; 4 Po; 4 Po; 3 OU; 5, 7 MP; 1 OU; 8, 9 MP; 10, 6 Zd;
3,11 RA

6. Iz zgodovine logike

1.
¢) Lukasiewiczev dokaz poteka takole:
1. CpCqp (aksiom I)
2. CCpCqrCCpqCpr (aksiom II)
3. CCqrCCpCqrCCpqCpr (1 p/CCpCqrCCpqCpr,q/Cqr,2)
Obrazlozitev (1 p/CCpCqrCCpqCpr,q/Cqr,2) pomeni, da smo
v vrstici 1 zamenjali p s CCpCqrCCpqChpr in g s Cqr
ter uporabili modus ponens.
4. CCCqrCpCqrCCqrCCpqCpr (2 p/Cqr,q/CpCqr,r/CCpqCpr,1)
CCqrCCpqCpr (4,1 p/Cqr,q/p)
CCCqrCpqCCqrCpr (2 p/Cqr,q/Cpq,r/Cpr,5)
CrCpCqp (1 p/CpCap,q/r,1)
CCCpqrCqr (6 ¢/Cpq,p/q,7 r/CCpqr,p/q,q/p)
CCsCCpqrCsCqr (5 q/CCpqr,r/Cqr,p/s,8)
10. CCpCqrCqCpr (9 s/CpCqr,r/Cpr,2)

© NS>

2.

a) A € M <= I € M (definicija mnozice .#)
M e M M e M (vstavimo A namesto )
To je protislovje oblike p < —p.
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b) Izjava Va(B(b,x) < —B(z,z)) ima za posledico B(b,b) < —B(b,b), kar
je protislovje. Iz nepravilne izjave pa sledi katerakoli izjava.

3.

a) Napaka tega sklepanja je v tem, da pojem dokazljivosti ni dobro definiran.
Ena od nalog logike je precizirati pojem dokaza. Do danes Se nih¢e ni
opredelil pojma dokaza v absolutnem smislu, lahko pa precizno govorimo o
dokazu v nekem sistemu (npr. izjavnem rac¢unu).

Predpostavimo, da imamo sistem S, v katerem je dokazljivost definirana.
Vzemimo Se, da je sistem korekten v tem smislu, da je vse, kar je dokazljivo,
tudi resni¢no. Sedaj vzamemo stavek:

Ta stavek ni dokazljiv v sistemu S.

Tokrat nimamo paradoksa, temve¢ zanimivo resnico, da je ta stavek
resnicen, toda nedokazljiv v sistemu S. In to je v grobem Goédlov rezultat.

b) Stavek NID x NIDx trdi, da dvojni NIDx ni izpisljiv. Toda dvojni
NIDx je ravno stavek NID x NIDx. Torej je ta stavek resni¢en natanko
tedaj, kadar ni izpisljiv. Ce je ta stavek napacen, potem je izpisljiv (saj
pravi, da ni izpisljiv). To pomeni, da stroj izpisuje tudi napacne stavke. To
je v nasprotju s predpostavko, da stroj izpisuje le resnice. Torej je na$ stavek
resnicen, kar pomeni, da tisto, kar pomeni, drzi, trdi pa, da ni izpisljiv. Torej
je stavek NID x NIDx resnica, ki je stroj ne more izpisati.

4.

a) Pri Wittgensteinu razlicnost spremenljivk pomeni tudi razlicnost objek-
tov. To pomeni, da (Vz,y)Pzy ne vkljutuje primera Pxzx.

b) (3z)(Rz A (Vy)—~Ry)
(3z,y)(Rx A Ry A (Vz) A Rz)
(3z,y,2)(Rx AN Ry A Rz A\ (Yw)—Ruw)
(3z)Ra
(Vz,y)(Rz = —Ry)
D.
a) Lastna imena so: 1,e,10,2.
Obc¢a imena so: 0/0, sodo Stevilo, kvadrat.
Navidezni imeni sta: 1/0, okrogel kvadrat.

b) Imamo dve moznosti:
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¢) 2 e prastevilo itd.

6.

a) Izjavo &/ — 2 lahko preberemo drugace: Ce so vse izjave mnozice re-
sni¢ne, potem je resni¢na vsaj ena izjava iz mnozice 2. Ce je v % samo ena
izjava, to ni ni¢ drugega kot relacija logi¢nega izhajanja |=.

b) Recimo, da veljata & — %, X in X, o/ — 9, in recimo, da so vse izjave
mnozice &7 resniéne. Izjava X je lahko resni¢na ali pa ne. Ce je, potem
je zaradi resni¢nosti X, o/ — 9 resni¢na vsaj ena izjava iz £ torej tudi
o/ — . Ce X ni resni¢na, mora zaradi resni¢nosti izjave o/ — 2, X biti
resni¢na vsaj ena izjava iz 9. Spet velja o&f — A.

7. Nekaj logi¢nih nalog

1. Vprasajmo enega od dveh moskih, ali je drugi resnicoljub. Recimo,
da odgovori "da”. Potem je drugi res resnicoljub. Namre¢, ¢e drugi ni
resnicoljub, tudi prvi ni. Re¢eno pa je, da laze samo eden.

Ce je torej odgovor ”da”, lahko najdemo resnicoljuba. Kaj pa, ¢e je
odgovor "ne”? Recimo, da je to resnica. Potem drugi ni resnicoljub in sta
obe zenski resnicoljubni. Recimo, da je odgovor "ne” napacen. Tudi potem
sta obe Zenski resnicoljubni.

Ce je odgovor "ne”, spet lahko najdemo resnicoljuba. V vsakem primeru
torej lahko z enim vprasanjem najdemo resnicoljuba, ki ga nato z drugim
vprasanjem vprasamo za zakonskega tovarisa.

2. Recimo, da je odgovor ”CDC” pravilen. Potem je tudi odgovor ”IBM ni”
pravilen.

To je mogoce le, ¢e je najvecji racunalnik IBM. To je protislovje. Torej
je odgovor ”CDC” napacen. CDC torej ni najvecji rac¢unalnik, ker pa daje
samo pravilne odgovore, CDC ni bil vprasan prvi, temve¢ drugi. Odgovor
racunalnka CDC ”IBM ni” je torej pravilen. Najvecji racunalnik je torej
DEC.

3. Obiskovalec je bil seveda redovnicin sin.
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4. Recimo, da je "ne” pravilen odgovor. Potem bi vec¢ji rac¢unalnik dajal
napaéne odgovore, a odgovoril bi ”manjsi ra¢unalnik ni CDC”. Ce je "ne”
pravilno, potem je manjsi rac¢unalnik CDC. Recimo, da je "ne” napacen
odgovor. Potem bi veéji racunalnik dajal pravilne odgovore, a odgovo-
ril bi "manjsi racunalnik je CDC”. Ce je "ne” napacno, potem je manjsi
racunalnik CDC. V vsakem primeru je torej manjsi racunalnik CDC.

5. Drugi izmed bratov je gotovo srecal svojo zeno.

6. Pare, v katerih se dekle in fant poznata, dobimo takole: Ozna¢imo fante
s ¢rkami A, B in C, dekleta pa s P, Q in R. Ker se fant A pozna z eno od
deklet, lahko predpostavimo, da je to dekle P. Potem se fant B pozna vsaj
z eno od drugih dveh. Naj bo to Q. Ce se fant C in dekle R poznata, smo
ureditev ze nagli. Ce pa se fant C pozna z dekletom P in Q, dekle R pa s
fantom A in B, so pari naslednji: (A, R), (B, Q) in (C, P).

7. Prvi podatek nam pove, da vsak izmed drugih predstavnikov govori vsaj
rusko ali francosko in anglesko ali §pansko. Ce dva predstavnika govorita
rusko in anglesko, eden pa francosko in §pansko, se ne morejo pogovoriti.

8. Kranjcev sin je Peter, star je enaindvajset let. Dokaz: Recimo, da mu je
ime Janez.

Potem sta podatka o letih, ki sta ju dala oce in héi, toéna. To pa ni
mogoce, saj sta razlicna. Torej je Kranjcéev sin Peter. Ker je po tem tocen
materin odgovor o letih, je star 21 let.

9. Ce bi prvi videl na glavi drugega ¢rno kapo, bi vedel, da ima sam belo
kapo. Toda tega ni vedel. Torej ima drugi na glavi belo kapo.

10. Edino, kar se da ugotoviti, je, da je znamka osebe C zelena.

11. Situacija je mozna, Ce se beli pomika navzdol. Zadnja poteza belega je s
kmetom z b2 na al (pri éemer vzame ¢rno figuro) in napreduje v trdnjavo.

12. Dokazimo, da se Beti pise Kos.

1. Recimo, da je Arturjeva sestra Helena. Potem je Arturjeva sestra
porocena z Arturjevim svakom.

1.1. Recimo, da je Arturjeva zena Marta Kova¢. Potem se Artur pise
Kovac. Zato se Janez piSe Kos. Helena ne more biti porocena z Janezom, ker
bi kot njen moz moral biti rojen avgusta, ona pa januarja (ker je Kovaceva
sestra). Edina moznost 31. januar in 1. avgust pa odpade na prestopno leto,
ko je rojen Janez (1932). Torej je Helena porocena z Vilijem Kranjcem. Beti
je torej porocCena z Janezom in se piSe Kos.
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1.2. Recimo, da je Arturjeva Zzena Beti. Potem je Martin moz Janez
(Kovag). Spet se Beti pise Kos, ravno tako tudi Artur.

2. Recimo, da je Arturjeva sestra Marta Kova¢. Potem je Martin moz
Janez Kovagc.

2.1. Recimo, da je Kovaceva sestra Beti. Potem je Helena Vilijeva sestra
in je Beti porocena z Vilijevim svakom. Po drugi strani pa je Vili Betin moz.
To je protislovje.

2.2. Recimo, da je Helena Kovaceva sestra. Potem je Beti Vilijeva sestra,
Helena pa Vilijeva zena. Potem je Beti Arturjeva Zena in se pise Kos.



