Russellova antinomija in osnove matematike

IZIDOR HAFNER

1. Konec prejinjega in v zadetku tega stoletja je matematika v delih Cantorja,
. Dedekinda, Fregeja in Peana dobila svoj osnovni logiéni temelj, za katerega pa se
je pokazalo, da le ni povsem neoporeden. Od vseh predlaganih del Jje po svoji pre-
ciznosti izstopalo delo Fregeja, ki je tudi logi&no osnovo izvedel aksiomatitno.
Ko je bil drugi del njegovega najvaZnejlega dela leta 1902 Ze v tiskarni, je prislo
pismo do tedaj ncznanega Russella, v katerem govori o mnoZici vseh tistih mnozic,

ki ne pripadajo same sebi [2].

Preden pa se lotimo obravnave tega protislovja, se dogovorimo o nekaterih
oznakah. Za izjavne povezave bomo uporabljali simbole =, A, v, =, in <.
Oznaki za eksistenéni in univerzalni kvantifikator pa sta 3 in . Oznaka pripadnosti
je €, oznaka X®(x) pa pomeni mnozZico tistih rei, ki sodijo v pojem®. Seveda velja
xe p®(y)<>®(x). V teh oznakah se Russellova antinomija glasi:

() M=xX(x¢x) [definicija]

2) MeM [predpostavkal]
(3) M¢M [sledi iz (1) in (2)]
(4) MéM [predpostavka]
(5) MeM [sledi iz (1) in (4)]

(6) MeM<Me¢M  [sledi iz (2), (3), (4) in (5)]

% Druga verzija, ki jo v istem pismu navaja Russell, pa omenja predikat (oziroma last-
nost), ki velja za vse tiste predikate, ki ne veljajo za same sebe. Frege mu odgovarja,
da je predikat funkcija, ki zahteva individuum za argument, torej da so izrazi ® (D)
nesmiselni, da pa se lahko predikat nana$a na svoj obseg, se pravi ® (X ®(x)). Frege
$e dodaja: »Ce je funkcija ®(Z) pojem, potem oznadujem ustrezen obseg (pripada-
joto mnoZico) z »é®(e)« (Seprav sedaj dvomim v upraviéenost tega).« [2, str. 133]

Prehod od pojma k njegovemu obsegu, ki pa ni ve¢ pojem, temveé individuum,
Je korak, ki ima za posledico protislovje. Brez tega koraka ni mogoe izpeljati
aritmetike na osnovi logi¢nih principov. Stevilo, ki pripada pojmu F, je namreé
obseg pojma »biti enak pojmu F, kjer enakost pomeni obstoj bijektivne preslikave
med obsegoma pojmov [1, str. 85]. Stevilo ni¢ pripada pojmu »xs x«. Stevilo 1
pripada pojmu »x = O«. Eksistenca 3tevil je zagotovljena s principom prehoda od
pojma k obsegu.
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2. V aksiomatiéni teoriji mnoZic je prehod od lastnosti k mnoZici podan z na-
slednjo shemo:
xep(®y Aye ¥Y)<O0x A xe?, s katero pa dobimo le podmnoZice mnozice Y.

3. Teorija tipov, ki ima svoje korenine v Fregejevem delu, prepoveduje moZnost
uporabe izrazov »® (®)«, kar odpravlja eno obliko Russellove antinomije. Pokazalo
se je, da vse antinomije vkljudujejo t.i. impredikativne definicije oziroma zadarani
krog, ko sta mnoZica M in neki njen element definirana tako, da je definicija elementa
m odvisna od mnoZice M.

Impredikativna je n. pr. naslednja definicija konjunkcije:
pa g=(VNf(pg)<=f(11)),

kjer je »1« oznaka za resnico. Konjunkcija je namre v zalogi spremenljivke f.

Russell je v Principia Mathematica izklju¢il impredikativne definicije s t. 1.
nivelirano teorijo tipov (ramified type theory). Formalno je ta konstrukcija izpeljana
tako, da je pravilo substitucije za predikativne spremenljivke tak$no, da formula,
s katero smemo zamenjati spremenljivko, lahko vsebuje le vezane spremenljivke
niZjih nivojev, nivo prostih spremenljivk pa je kvedjemu enak nivoju spremenljivke,
za katero zamenjujemo. Ker pa s to omejitvijo ni bilo mogo&e izpeljati vse klasi¢ne
analize, je Russell uvedel aksiom reducibilnosti. Ta pravi, da za vsako funkcijo ob-
staja formalno ekvivalentna funkcija osnovnega nivoja. Aksiom so precej kritizirali.
Dela Ramseya in Chwisteka so argumentirala stali¥¢e, da za odpravo protislovij
zado¥¢a Ye enostavna teorija tipov. Ta formalni sistem se obiCajno imenuje predikatni
raun vi§jega reda.

4. Russellov paradoks je pokazal, da ne moremo vedno govoriti o obsegu pojma
kot individuumu, torej, da vsaki funkciji ®(x) ne moremo vedno prirediti mnoZice
redi, ki izpolnjujejo to funkeijo. Russell takole pie Fregeju: »Vsak dan manj razu-
mem, kaj pravzaprav pomeni izraz »obseg pojmac«.« [2, str. 139] Kot neposredna
reakcija na probleme v zvezi z mnoZicami se je pojavil neke vrste nominalizem,
katerega prvi in najvidne;jsi predstavnik je poljski logik S. Le$niewski, ki pife, da mu
nikoli ni bilo jasno, kakine objekte imajo v mislih logiki in matematiki, ko govorijo
o mno¥icah. V svojem prvem poskusu analize Russellovega protislovja je razvil
teorijo relacije dela in celote, pri ¢emer izhaja iz naslednjih aksiomov:

A 1. Ce je x del y, potem y ni del x.
A 2. Ceje x del yin y del z, je x del z.
D 1. x je element y, & je x del y ali pa je x isto kot y.

Ze iz definicije D 1 je jasno, da je vsaka re¢ element same sebe, da torej ni nobene
redi, ki ne bi bila element same sebe in torej tudi mnozZice tak¥nih reci ne more biti.

5. Pravila predikatnega ratuna, to je logike, ki jo je aksiomatiziral Frege in naprej
razvijal Russell, zahtevajo od imenskih izrazov, da oznatujejo natanéno en objekt,
Leéniewski [4] pa je razvil logiko imen, v kateri so lahko imena, ki nimajo designata,
ter imena, ki oznaGujejo ve¢ reéi, in lastna imena. Osnovni simbol je gr¥ka Crka e.
Izraz »Aeb« beremo »A je b«, resnifen pa je takrat, ko » A« oznauje natanko eno
red, izraz »b« pa to isto re€, lahko pa e tudi kak3ne druge. Vse trditve lahko izpeljemo
iz naslednjega aksioma

Acsa<>(AB)BeA A (VBC)(BeA A Ced=BeC) A (VB)(Bed= Bea)
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Na razpolago je tudi uvedba definicije stavkotvornih fi unktorjev ter pravilo definicije
imenskih funktorjev. V definiensu imenskih definicij mora vedno nastopati pogoj
»aga«. Vzemimo primera za obe vrsti definicij:

(1) actrm <t> <aca A t(a) [a je term, ki izpolnjuje 7]
(2) N(a)<>"(aca)

Vzemimo, da lahko izpustimo pogoj waca« v (1).
Potem bi imeli

(3) actrm<t> <1(a)

(4) astrm <N> < 1(aeaq) [sledi iz (2) in (3)]
(5) 3b) (Va) (achb<"(aca)) [sledi iz (4)]
(6) (3b) (beb<"1(beb)) [sledi iz (5)]

To pa ni ni¢ drugega kot neke vrste Russellova antinomija.

6. Teorija deskripcij. V poglavju 14 Principia Mathematica je uvedena oznaka
»(Lx) (Px)« za »tisti x, ki izpolnjuje ®«. Temu zapisu re¢emo deskripcija oziroma
opis. Zapis »(1x) (D x)« doloka objekt samo v primeru, ko izjavno funkcijo @ izpol-
njuje natanéno en objekt. Po slovniéni naravi gre tu za imenski funktor, katerega
argument je stavkotvorni funktor imenskega argumenta. Ce bi Zeleli imeti takino
oznako v predikatnem radunu, bi moral izraz »(1x) (P x)« oznadevati natanéno dolo-
¢en objekt tudi v primeru, & noben x ne izpolnjuje @ ali pa &e ved redi izpolnjuje ®.
V Principia Mathematica pa definicije ne predstavljajo uvedbe novega simbola
temvec zgolj okrajSavo. Vsak izraz, v katerem nastopa novi simbol, je treba razumeti
kot neki izraz, v katerem ta simbol ne nastopa. Tako je treba v zapisu »¥ (1x)(®x)«
eliminirati novi simbol preko definicije

(1) ¥ (1%) (Dx)<=@b) ((Vx) (D x<>x = b) A Yrb)
Primer: (1x) (®x) = (1x) (y x) pomeni

(38) (Vx) (@x<x=b) A b= (1x) (Yx)) oziroma
3B (Vx) (Px<>x=b) A () (Vx)(pxesx=c)Ab=1))

V logiki Lesniewskega pa lahko definiramo funktor »l« tako, da bo v primeru, &
x, ki izpolnjuje @, ni enoliéno doloden, izraz »1 <® >« brez designata:

(2) ael <®> <=aca A D(a) A (VY be) (O (D) A O(c)=b=¢)

Definicija (1) predstavlja stavkotvorno funkcijo argumentov ¥ in @, V logiki Leéni-
ewskega bi jo lahko zapisali

(3) @eyr<>(3b) (V) (Dx<wx =b) A Yb)
ali pa logi¢no ekvivalentno [3]
(4) Pep<3Fb)Db A (Vbe) (Db A De=b= ) (Vb) (b=yb)
Funktor »e« v izrazu »® ey« je seveda druge kategorije kot »e« v »aeh«. Izraz
»® eV« oziroma »W(1x)(Dx)« beremo »tisti x, ki izpolnjuje ®, izpolnjuje tudi W«.
Teh nekaj ilustracij naj bi pokazalo, da se da Russellovo teorijo deskripcij na
zelo naraven nacin obravnavati v logiki Le$niewskega.
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