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IZREK O DEDUKCIJI

IZIDOR HAFNER
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V tem &lanku je dokazan izrek o dedukciji.

THE DEDUCTION THEOREM
In this article the deduction theorem is proved.

V tem ¢lanku bomo privzeli terminologijo iz razprave [1], zaradi laZjega razumevanja
pa bomo ponovili nekaj definicij.

Formalni dokazi popolnoma elementarnih izrekov so ponavadi zelo dolgi. S formali-
zacijo teorije dobimo eksplicitno definicijo tega, kar je dokaz v tej teoriji. Ko smo to
dosegli, ni vedno nujno sklicevati se direktno na to definicijo. Formalno dokazljivost neke
formule (okraj$ava za dobro oblikovano formulo) dosti laZe doseZemo z uporabo meta-
matematiénih izrekov, ki govorijo o eksistenci formalnih dokazov. Dokazi teh metaizrekov
pa morajo vsaj implicitno vsebovati metodo, kako pridemo do formalnih dokazov.

Najbolj enostavne take izreke bomo imenovali izpeljana pravila, ker izraZajo principe,
za katere lahko reCemo, da so izpeljani iz postuliranih pravil; dokazano je, da ne povetamo
mnoZzice dokazljivih formul, ¢e te principe uporabimo kot dodatne metode izpeljevanja.

V formalnih sistemih ima dokaz najbolj enostavno mozno strukturo, sestoji namreé iz
enega samega konénega zaporedja formul. V matematiki pa imajo dokazi vetkrat bolj
komplicirano strukturo; pogosto na primer dokazujemo tako, da naredimo kak$no pred-
postavko.

Definirajmo zdaj pojem formalne izpeljivosti iz hipotez v dani formalni teoriji.

Naj bo dana prazna ali konéna mnozica formul {7, ..., #7,}. Vsako konéno zaporedje
formul imenujemo dedukcija ali izpeljava iz hipotez +7,, ..., %7, e za vsako formulo v tem
zaporedju velja ena izmed naslednjih moZnosti:

— da je ena izmed formul &7, ..., o7,;
— da je aksiom;
— da je dobljena iz formul, ki stojijo v zaporedju pred njo, po nekem prawlu sklepanja.

Rekli bomo, da je to zaporedje dedukcija njegove zadnje formule iz hipotez &7}, ..., &7,,.
Simbolicni i
imboliéni izraz Ao,y &

bo izraZal trditev, da je formula & izpeljiva iz hipotez &7, ..., 7, to je, da obstaja dedukcija
formule & iz hipotez &7, ..., 7,

¥V posebnem primeru, ko je mnoZica hipotez prazna, pravimo, da je formula & dokazljiva.

Nag glavni rezultat, izrek o dedukciji, bomo dokazali za teorije, ki imajo poleg drugih
tudi naslednje aksiome (bolj natanc¢no — aksiomske sheme):

(A1) A = (B = H);

(A2) (L = (B = ) = (A > B) > (A = C);

(A3) (Vx) (A = FB) = (& = (Vx) ﬁ), kjer spremenljivka x ne nastopa prosto v
v formuli .&7; edini pravili sklepanja pa sta:

(MP) modus ponens ali pravilo odcepitve: iz ./ in &/ = & sklepamo na #;

(G) generalizacija: iz &7 sklepamo na (Vx).&7.
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Vidimo torej, da nismo izérpali celotnega spiska aksiomov predikatnega raduna (aksiomi
PR1—PRS5 v [1]). Preostali dve aksiomski shemi sta:

(A ("B > 1)=> (=B >A)=>%B)

(AS5) (Vx)of = 8o |, kier je term ¢ prost za spremenljivko x v formuli 7.
To sta shemi PR3 in PR4 iz [1].

Za take formalne teorije je definicija dedukcije naslednja:
Konéno zaporedje formul &, ..., #,, je dedukcija (formule #,,) iz hipotez &y, ..., &,
natanko tedaj, kadar za vsak k = 1, 2, ..., m velja natanko ena izmed tock

(DH1) %, je ena izmed formul 7+, ..., 5 ,;

(DH2) %, je aksiom;

(DH3) obstajata taki naravni §tevili i, j < k, da je formula %, dobljena iz formul %;
in %; po pravilu (MP) (tedaj je %; kar &; = %),

(DH4) obstaja tako naravno §tevilo i < k, da je %, dobljena iz formule B; z generali-
zacijo (% je torej (Vx) %)).

Pri omenjenih predpostavkah glede formalne teorije velja naslednji izrek o dedukciji:

Ce obstaja dedukcija formule B iz hipotez 5, ..., &, v kateri ni uporabljeno pravilo
generalizacije na nobeno izmed spremenljivk, ki nastopajo prosto v formuli &, potem obstaja
dedukcija formule o, = % iz hipotez 541, ..., S 1.

Iz dokaza tega izreka bo razvidno, kako dedukcijo formule 57, = & iz hipotez &7y, ., &,
tudi dobimo, & poznamo dedukcijo formule & iz hipotez &7,, ..., &7,. Ta izrek bomo torej
lahko uporabljali kot izvedeno pravilo: ¢e hotemo dokazati &/ = %, to dokaZemo
s trditvijo &7 I &, to je, da privzamemo 27 kot hipotezo.

Preden se lotimo dokaza izreka o dedukciji, moramo dokazati dva pomoZna izreka.

Lema 1, Velja = o7 = o7 (formula &/ = & je dokazljiva).

Dokaz. Naslednje zaporedje formul je dokaz formule o7 = 7.

) (F = (A =) => o) = (A = (A = A)) = (of = F))

To je aksiom po shemi (A2), ¢e vstavimo namesto &7, Z in € formule o7, of = o7, 7.

2) A = (A = A) = A)

To je aksiom po shemi (A1), & vstavimo za &7 in # formuli & in o/ = .
3) (& = (A = A)) = (A = )

Ta toéka je posledica to¢k (1) in (2) po pravilu (MP).
(4) o = (A = )

Todka (4) je aksiom po shemi (Al).

(5) oF = A
To dobimo iz togk (3) in (4) po pravilu (MP).

Lema 2. Ce velja &7y, o, ..,50, — B in &y, s, ..., =& =%, potem velia
A, Ay, A, EE.

Dokaz. Predpostavimo .y, .../, — & in oy, ..., = B = €. Tedaj obstaja
dedukcija %, ..., B,, formule B iz 7, ..., L, (B, je &) in dedukcija €, Gay .o G
formule B = € iz.of 1, A, ..., o, (€, je torej B = €). Potem je zaporedje By, B, ..., By,
%., ..., €y, € dedukcija formule % iz 574, ..., &, saj je formula ¥ dobljena iz %,, in Cr
po pravilu (MP).

Lema 2 se &esto uporablja v dokazovanju, véasih je navedena kot uporaba pravila (MP).

Dokaz izreka o dedukciji. Predpostavimo, da velia &5, 5, ..., %, = %. Potem obstaja
dedukcija %, #,, ..., B,, formule & iz hipotez 1, A s, ..., (B je By,).

Dokazali bomo

(1) Ay Aoyl ‘-5, =By 22 k=1,2,...,m Ce postavimo k =m v (1),
dobimo trditev izreka o dedukciji.
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Trditev (1) bomo dokazali z indukcijo. Po pravilu matemati¢ne indukcije moramo
dokazati, da velja formula za §tevilo 1 in ¢e velja za $tevilo &, da velja tudi za k& + 1. Tokrat
pa bo sklepanje malo drugaéno.

Veljavnost kake trditve za vsa naravna $tevila pokaZemo tako, da iz predpostavke,
da ta trditev velja za vsa naravna $tevila, ki so manjsa od 3tevila k, sklepamo o pravilnosti
trditve za $tevilo k. Stavek, da velja trditev za vsa naravna $tevila, ki so manjia od 1, je
vedno izpolnjen, saj ni nobenega Stevila, manjsega od 1.

Primer 1. Predpostavimo, da %, izpolnjuje to&ko (DHI) definicije dedukcije iz hipotez.
Potem je formula %, ena izmed hipotez, na primer 27}, je {1, 2, ..., n}.

Primer 1a.je{1,2, ..., n—1}. Iz togke (DH1) sledi

Ml: 'th L) Mﬂ—l = &f; (E ‘%)k)
Po to¢ki (DH2) in (Al) velja

M::"QZZJ ""'Mﬂ—l = '@k = (Mn = '%k)
Iz leme 2 sledi
MI’ME’ ""‘Qin—l - Jfn = '%rr
Primer 1b. Naj bo j = n, Potem je &7, = & kar &7, = &, in zato &7,, s, ..., 1
= of, = %, polemil (Lema 1 trdi |~ &7, = &, to paimplicira &7,, o7, ..., ,_; o7, =
= &7,, saj je vsaka dokazljiva formula tudi izpeljiva iz kakrinekoli mnozZice hipotez).
Primer 2. Vzemimo, da %, izpolnjuje toéko (DH2). Potem je %, aksiom dane teorije
in seveda velja
A 1y A oy oSy 1 By,
Iz enakega razloga velja tudi
A A gy ooy g\ By = (A, = B

saj je desna stran glede na — aksiom po (Al).
Po lemi 2 dobimo
Mls MZ; . "Mn—l = Mn S '%k

Primer 3. Vzemimo, da formula %, izpolnjuje tocko (DH3) definicije. Potem obstajata
naravni §tevili i, j < k, da je %, kar #,; = %,.. Zaradi indukcijske hipoteze imamo

Q@) syl ..yl oy -t = B, in
(3) ‘Q{lsﬂfh -":Mn—l = Mu = ‘@j (E"an = (ggx = %k))

Po shemi (A2) dobimo
4) oyl oy s A gy &= (A = (B = BY)) > (A = K = (A, = B))
Iz tock (3) in (4) z uporabo leme 2 dobimo
5) Ay, Ly ooy gy - (= By = (A, > B,
Se enkrat uporabimo lemo 2 na tocki (2) in (5) pa sledi
A Ay Ay A, = By,

Primer 4. Vzemimo, da formula %, izpolnjuje totko (DH4) definicije. Potem %, do-
bimo iz neke formule %, (i < k) z generalizacijo. %y, je torej (Vx) &, in x ne nastopa prosto
v &7,. Po indukcijski hipotezi imamo

MI;MZs --';‘9{11—1 - Mﬂ = ‘%i
Z generalizacijo od tod dobimo

&{/h Mﬁa swiey ‘Mnfl = (Vx) (ﬂn = ‘@1)
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Po todki (DH2) in ker je (A3) aksiomska shema, imamo

Ay, Ay iy g 1 (V) () = By) = (A, = (VX)B)
Po lemi 2 velja Ayl gy oty A = (VX)) B,
oziroma 1y A yy iy Ay =y > By

Predpostavko, da x ne nastopa prosto v.&7,, smo potrebovali zaradi uporabe aksioma (A3).

Tako smo izrek o dedukciji dokazali.

Aksiomsko shemo (A3) smo uporabili le v primeru 4. To pa pomeni, da v teorijah, v ka-
terih je pravilo (MP) edino pravilo sklepanja, lahko dokaZemo izrek o dedukciji Ze z aksiom-
skima shemama (A1) in (A2).

Taka teorija je na primer stavéni racun iz [1]. Tako smo dokazali:

Posledica 1. Ce je o, o, ..., o7, — B, potem je &y, s, ..., &, = o, = X, kjer
je = znak za relacijo izpeljivosti v stavénem racunu.

Posledica 2. Ce velja o7, o7, ..., o7, = % in obstaja taka dedukcija, da v njej nismo
uporabili pravila generalizacije na nobeno izmed spremenljivk, ki nastopajo prosto v
katerikoli izmed hipotez, potem velja = &7; = (&7, = ... (&, = %) ...). To posledico po-
kaZemo tako, da n-krat uporabimo izrek o dedukciji. S tem izrekom pa smo pojem izpelji-
vosti iz hipotez prevedli na pojem dokazljivosti.

Opomba. Kako iz dane dedukcije %,, #., ..., #,, dobimo dedukcijo formule &7, = %
iz hipotez %74, ...,o7,_;? To naredimo tako, da drugo za drugo tvorimo dedukcije formul
A, = By (k= 1 2, ..., m) iz hipotez .%7,, ..., &7, _; in sicer tako, kot nam pove dokaz
izreka o dedukciji. Ce smo na primer %, dobili po to¢ki (DH4) in je &Y', ..., B/, &, = B;
dedukcija formule &7, = %,;, potem je

glfs '@3’3 “eey gg],s ‘Qiﬂ = ‘%is (Vx) (M = ‘%) (Vx) ("‘an = '@J) = ('Mn = (vx) gi%
o, = (Vx) B,
dedukcija formule &7, = (Vx) %; (= &, = B,) iz hipotez o5, ..., _1.

V nadaljevanju bomo dokazali nekaj izrekov z uporabo izreka o dedukciji. Primeri 1 do 4
veljajo za stavéni radun in seveda za vse teorije, ki stavéni rafun vsebujejo.

Primer 1. DokaZimo trditev

= (o = B) = (B =€) = (A = F))
Dokaz poteka takole:
WA =B, B=>F, A A =%

Q) A =>B, B=>C, A A
A B, B>F, 4B
4 A =B, B=>C, A —F=>%
5 A =~B, B=>F, A =F

6 A =B, B=>FCHoA =%

Vrstice (1), (2) in (4) so veljavne, saj so na desni strani hipoteze. Vrstici (3) in (5) sta dobljeni
iz prejénjih vrtic po pravilu (MP). Vrstica (6) pa je dobljena z uporabo izreka o dedukciji
iz (5). Ce uporabimo izrek o dedukeiji $e dvakrat, dobimo nago trditev. Izpeljano pravilo, ki
ga dologa vrstica (6), bomo kasneje veckrat uporabili.

Primer 2. Zaporedje formul o7, o7 = &, % je dedukcija formule & iz formul &7, &7 = Z.
To bomo predstavili v stolpcu

A, A > B

DA, A =B A =B

YA, A =>BV-HB
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Dokaz izreka o dedukciji nam omogoca, da to dedukcijo spremenimo v dedukcijo formule
(&7 = %B) = P iz hipoteze /. Glede na dokaz izreka o dedukciji moramo konstruirati
dedukcijo &7 | (& = &) = &/, To je primer 1a dokaza izreka o dedukciji:

A - ot
=L = (A > FB) = )
(A > B) = A

Imamo namreé n = 2; formule &7, ./,, &, so zaporedoma &7, &/ = %, .7,

Nato moramo dokazati
A (A > B) > (A = B)

To je primer 1b dokaza izreka o dedukeiji. Uporabiti moramo dokaz leme 1.
Ostane $e primer

A (A > D)= B

To je primer 3 dokaza izreka o dedukciji, kjer so formule %, %;, in %), kar zaporedoma 7,
A > B, B.

Ce zdaj vse skupaj strnemo v zaporedje formul, dobimo dedukcijo formule (7 = &) = %
iz hipoteze <7 :

oA, o > (=B = A, (F = B)=>A, (A >B)=> (A =>B) = (A = X)) >
= (A= B) = (4= B) = (A= B) = (#= B)) = (= B) > (L= B))),

(A = B)= (A = B) = (4 = B)) = (4 = B)), .

(A = By = (A > B) = (A = B)) = (F = B) = (F = B)),

(A = B) = (4 = B) > (A = B)),

(o = B) = (A = B),

(A = B) = (A = B) = (A = B)=>A) = (L = B) > D)),

(A = B) = ) = (A = B) > B),

(.,Qf::-g):-ﬁ

Da je to res iskana dedukcija, se lahko prepri¢amo neposredno iz definicije dedukcije. Ta
zgled nam je tudi pokazal, koliko se skrajia sklepanje z uporabo izvedenih pravil.

Primer 3. Velja o = (B =€), B o = .
Dokaz. (1) (F = (# = B)) = (A = B) = (A = C))
Q) o = (B = E)
(3) (F = B) = (A = E)
4) B
(5) B = (A = B)
6) o = &
(N A =>F

Totka (1) je aksiom (A2), v tokah (2) in (4) nastopata hipotezi, tocka (5) je aksiom (Al),
(6) dobimo z uporabo (MP) v (4) in (5) in tocko (7) z uporabo (MP) v (3) in (6).

Primerd.(a) = 1% > B
by —#=11%
© F(# =)= (¥ =B
d H(F >B)> (B> 1H)
Dokaz,

@) (B> B> (B> 1DB)=>B)
(aksiom po (A4))
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<

2 " B=>B

3) (-*1.@» —|—|.@):>.@

@ 1B Z>11B)
(B) 1B =B

(lema 1)

(iz (1) in (2) po primeru 3)
(aksiom (A1)

(primer 1 iz (3) in (4))

® W (1B = B> (N B=B) = 1 B)

(aksiom (A4))
21 B=>B
@ B=B)> B
@ B= (1% =%

(tocka (a) tega primera)
(iz (1) in (2) po (MP))
(aksiom (A1))

S B=>1F (iz (3) in (4) po primeru 1)
© (1) "B =1 (hipoteza)
) o (hipoteza)

(3) (—].93::,- ﬂ.ﬂ): ((_1'@¢,,Qf):>33)
@) o = (1B =)
5 (B =>t)=>RB

(aksiom po (A4))
(aksiom po (Al))
(iz (1) in (3) po (MP))

©6) A =X (iz (4) in (5) po primeru 1)
(7 # (iz (2) in (6) po (MP))
Iskani rezultat dobimo z dvakratno uporabo izreka o dedukciji.
(d) (1) o =B (hipoteza)
@ 1A > (tocka (a) primera 4)
G =B (primer 1)
@ B=>—1"1% (tocka (b))
G) I > HB (iz (3) in (4) po primeru 1)
6 (A =1 B) = (0B = &) (totka (c))

(N B =>4 (iz (5) in (6) po (MP))
Nato uporabimo izrek o dedukciji.
Primer 5. Razpravljanje bomo konéali z dokazom trditve
F (3y) (Vx) & = (Vx) (3)
v predikatnem radunu. Spomnimo se, da smo eksisten¢ni kvantifikator uvedli v [1] z definicijo
(3x) o je okrajsava za — (Vx) 1.7/

Obrat zgornje formule, namreé formula
(Vx) (3p) A = (3y) Vx) ol

ni logiéno veljavna. Vzemimo interpretacijo, katere domena je mnoZ¥ica naravnih Stevil,
formula .2/ pa naj pomeni, da je §tevilo y vetje od 3tevila x. Potem je leva stran implikacije
pravilna:

k vsakemil naravnemu Stevilu obstaja ve&je §tevilo; desna stran pa je nepravilna:
obstaja naravno §tevilo, ki je vecje od vseh.
Svojo trditev bomo izpeljali iz naslednjih trditev:

1) & = CEyA
@) = (V) (A = B) = (V) = (V) F)
@) = (Yx) (A = B) = (Ax) A = &)

pri &emer v (3) x ne nastopa prosto v &.
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Predpostavimo, da smo trditve (1), (2) in (3) ¥e dokazali. Potem z generalizacijo iz (1)
dobimo

@ (Vx) (& = (3y) )
Ce zdaj v (2) pifemo (3y) o7 namesto &%, potem s pravilom (MP) iz (2) in (4) dobimo

(5) (Vx) o = (Vx) (3y)./
iz tega pa z generalizacijo

(6) (V) (Vx) o/ = (Vx) (3y) )
Ce v (3) pidemo y, (Vx).Z, (Vx) (3y) %/ namesto x, &/, # in uporabimo pravilo (MP)
na (3) in (6), dobimo

(I (Vx) A = (Vx) (3y)

Preostane nam torej samo 3¢, da dokaZemo togke (1), (2) in (3). Preden se [otimo dokaza,
moramo izpeljati $e pravilo reductio ad absurdum:

izl @+ inlh, 1 F - o sledi I' = &, kjer je I neka konéna mnoZica formul
in v teh izpeljavah ne uporabljamo generalizacije na spremenljivke, ki so proste v 4.

Ce uporabimo izrek o dedukciji na hipotezi, dobimo ' % => &/ inlF'— % = .
Od tod z dvakratno uporabo pravila (MP) in aksioma (A4)

(B> )= (1B =>A)=>B)

dobimo I' — 4.
Dokaz tocke (1):
i (V) > A (aksiom (AS5), vzamemo S, —1.%7 |, ki je 11 .%7)
) 711 = 7 (Vy) 7 (iz (i) po toc¢ki (d) primera 4)
(ili) & = 7 (togka (b) primera 4)
(iv) & = (y) 7 (dobimo iz (ii) in (iii) po primeru 1 in upo-

rabimo definicijo za 3).

Dokaz tocke (2) sledi iz pravilnosti naslednjih vrstic:

(V) (F = B), VNx)f — od = B (uporabimo aksiom (A5) in (MP), S{(.+7 = %) |
je kar .7 = %)

(Vx) (7 = B), (Vx) L |- o7 (uporabimo (A5) in (MP), St | je &)

(V) (A = B), V) A — B (iz prejinjih vrstic po (MP))

(Vx) (o = B), (Vx) . - (Vx) B (z generalizacijo iz prejinje vrstice).

Trditev (2) dobimo nato z dvakratno uporabo izreka o dedukciji.
Dokaz to¢ke (3):
Vx)(oF = B), (Ax) A, B = B (tako kot v prvi vrstici dokaza tocke (2))
Vx)(of = B), (A, B~ 2 B (definicija dedukcije: (DH1))
(Vx) (o = B), Ax)l, "B oA (posledica to¢ke (d) primera 4)
(Vx) (o7 = &), (Ax) A, "B 1= (Vx) .o  (z generalizacijo iz prejénje vrstice)
(Vx) (o7 = B), (Ix) A, 1Bt —(Vx) .97 (definicija dedukcije (DH1) in definicija za J)
(V) (F = B, (Ax) A - B (reductio ad absurdum).

Izid dobimo, ko uporabimo izrek o dedukciji.
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