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UVOD V LOGIKO Z VITEZI IN OPRODAMI

Nekje dale® na oceanu obstaja otok, na katerem nekateri prebivalci, imenovani vitezi,
vedno govore resnico, drugi, imenovani oprode, pa vedno laZejo. Drugih prebivalcev na
tem otoku ni.

1. Recimo, da prebivalec A izjavi: "2+ 2 =4." Kaj je prebivalec A, vitez ali oproda?
2. Kaj pa, &e prebivalec A izjavi: " Vitez sem.”?

3. Ali lahko prebivalec izjavi, da je oproda?
4

. Tokrat imamo opravka s tremi prebivalci, ki jih ozna&imo z A, B, C. Neko¢ so
dejali:
A: C je star 10 let.
B: C je star 12 let.
C: Star sem 15 let.

Oceni Etevilo oprod med temi tremi prebivalci.

5. Zdaj imamo opravka s tremi drugimi prebivalci A, B in C. Nekot so izjavili:
A: B je starejsi od 20 let.
B: Star sem 20 let.
C: B je mlajsi od 20 let.
Oceni $tevilo oprod med to trojico.

6. Zopet nastopata le dva prebivalca, 4 in B. Rekla sta tole.

A: Na otoku je zlato.
B: To ni res.

Koliko oprod je med njima?

7. Dva otodana, A, B, sta dala tile izjavi:

A: Na otoku je zlato in srebro.
B: To ni res. Na otoku ni vsaj ene od teh dveh kovin.

Kaj lahko sklepamo?

8. Tokrat sta dva druga otoZana (spet ju imenujmo A, B), dala izjavi:

A: Na otoku ni ne zlata ne srebra.
B: To ni res. Na otoku je vsaj ena od teh dveh kovin.

Kaj lahko sklepamo?

9. Tokrat imamo izjavo otoZana A:
A: Midva z B-jem sva oprodi.

a) DokaZi, da je A oproda.
b) DokaZi, da je B vitez.
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O hizni &tevilki otoskega vrala so oto&ani A, B in C izjavili:
A: Je veja kot 15.
B: Je manjsa kot 20.
C: Je veckratnik Stevila 7.

Porogeni otoZan A je tokrat dejal:
A: Z Zeno sva oba enakega stanu.
(Da sta enakega stanu, pomeni, da sta oba oprodi ali oba viteza.)

Recimo, da porogeni oto¥an izjavi o zakoncu:
Vsaj eden od naju je oproda.

Kaj lahko pove¥ o oto&anu in njegovi Zeni?

Tokrat sta ototana A in B dala tile izjavi:

A: B je star ve¢ kot 15 let.
B: Star sem veé kat 10 let.

Recimo, da je A vitez. Kaj lahko skepa% o B-ju?
Zdaj pa otoZan A izjavi:
A:2+2=5alipaje2+2=4
Predpostavimo, da A izjavi: " Ce sem jaz vitez, je B oproda.”

Predpostavimo, da A izjavi: " Ce je B oproda, potem sem jaz vitez."

. Kaj pa, & je A izjavil: " Ce B ni oproda, potem jaz nisem vitez."?

4

10.

Oceni 8tevilo oprod.
11.

Kaj lahko skiepa¥?
12.
13.
14.

Kaj je oto&an A?
15.

Kaj lahko sklepamo?
16.

Kaj sta A in B?
17
18

. Kaj pa, & A rede: " Ce jaz nisem vitez, potem B ni oproda.”

Vet o vitezih in oprodah najdete v knjigi R. Smullyana, Poznate naslov te knjige?, ki
je iz8la v slovenskem prevodu leta 1987 pri DZS.
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1. Prebivalec A je izjavil resnico, zato je vitez.

2. e prebivalec rete, da je vitez, potem je lahko vitez, ki govori resnico, lahko pa je oproda,

ki se je zlagal, da je vitez.

3. Noben prebivalec otoka ne more zase izregi, da je oproda. Ce bi to izrekel vitez, bi se lagal

(toda vitezi ne laZejo). Ce 1o izjavi oproda, bi govoril resnico (toda opode nikoli ne izjavijo
resnice).

4. Tokrat so izjave treh prebivalcev takgne, da je lahko resnitna samo ena med njimi, lahko

pa so vse tri laZne. Stevilo oprod je 2 ali 3.

Razmislek: Ce imamo dve izjavi, ki ne moreta biti hkrati resni¢ni, lahko pa sta obe
neresniZni, govorimo o izklju¢ujocih se izjavah. S tujko re¢emo, da sta izjavi kontrarni.
Ce imamo opravka z vet kot dvema izjavama, lahko govorimo o mnoZici med.seboj
izkljucujocih se izjav, &e se vsaka dvojica izjav v tej mnoZici izkljuguje.

Izjave "C je star 10 let.", "C je star 12 let." in "C je star 15 let." so med seboj
izkljutujote.

. Zdaj so izjave treh otoZanov izkljuujote, toda ena med njimi je zagotovo resni€na. Zato

imamo dve oprodi in enega viteza, ne moremo pa reti, kdo je kaj.

Razmislek: Kadar imamo opravka z mnoZico izjav, med katerimi je zagotovo vsaj ena
resniéna, govorimo o mno¥ici dopolnjujocih se izjav (s tujko — o komplementarnih iz-
javah). Taksna je naslednja mnoZica izjav: "C je starejsi od 15 let.”, " C je mlajsi od 20
let.".

MnotZica izjav iz nae naloge: " B je starejsi od 20 let.”, " B je star 20 let.”, " B je mlajsi
20 let.”, pa ima lastnost, da se izjave dopolnjujejo in medsebojno izkljutujejo. Pravimo,
da gre za izkljuéujoce dopolnjevanje (ali — disjunktivno komplementarnost).

. Ototan B je zanikal izjavo otofana A. Ce je izjava ototana A resni&na, potem je izjava

ototana B la¥na, &e je izjava otofana A laZna, je izjava ototana B resniZna. Opravka
imamo z enim vitezom in enim oprodo, ne moremo pa povedati, kaj je kateri.

Razmislek: Tudi tokrat imamo opravka z mnofico izjav, ki se izkljuujejo in dopolnjujejo.
Hkrati pa sta v tej natanko dve izjavi. Govorimo o dveh nasprotujocih si izjavah, s tujko
pa o kontradiktornih izjavah.

Izjava in njeno zanikanje (negacija) tvorita kontradiktoren par izjav.

. Ototan A trdi, da je na otoku zlato in da je na otoku srebro. Ce je A vitez, potem sta na

otoku obe dragoceni kovini. Oto&an B pa je oproda.
Ce je A oproda, potem je B vitez in ni res, da sta na otoku zlato in srebro. Lahko, da ni
zlata, lahko, da ni srebra, lahko pa da ni nobene od obeh kovin.

. Ce je ototan A vitez, na otoku ni ne zlata in ne srebra. Ce pa je na otoku vsaj ena od teh

dveh kovin, je A oproda. Ototan B je nasprotne sorte od A-ja.

Razmislek: Sestavljeni izjavi, s katero trdimo resni¢nost dveh izjav, imenujemo konjunkcija
teh dveh izjav. Konjunkcija dveh izjav je resni€na, Ee sta resnitni obe izjavi, ki jo sestavljata.
Konjunkcija pa je neresni¥na, e je neresnitna vsaj ena izjava, ki jo sestavlja.

Izjava " Na otoku je zlato in srebro.” je konjunkcija izjav " Na otoku je zlato.” in” Na
otoku je srebro.”.
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10.

11.

Sestavljeni izjavi, s katero trdimo, da je resni&na vsaj ena izmed dveh izjav, pravimo
disjunkcija teh dveh izjav. Disjunkcija dveh izjav je neresni¢na, ¥e sta neresni¥ni obe
izjavi, ki jo sestavljata.

Disjunkcijo izjav " Na otoku je zlato.” in" Na otoku je srebro.” bomo zapisali " Na otoku
je zlato ali na otoku je srebro.” ali " Na otoku je zlato ali srebro.".

. Dokazati moramo, da je A oproda.

Vzemimo nasprotno izjavo, to je, da je A vitez. Ker pa vitezi govorijo resnico, je izjava,
da sta A in B oprodi, resni¢na. Zato je oproda tudi sam A. Otofan A je hkrati vitez in
oproda. To je protislovje. Predpostavka, da je A vitez, nas je pripeljala do protislovja,
zato je ta predpostavka neresni¢na. A je torej oproda.

Ker je A oproda, ni res da sta z B-jem oba oprodi. Vsaj en je vitez, toda A to ni. Torej
Jje B vitez.

Razmislek: lzjavi, ki ne more biti resni¢na, pravimo protislovje. Konjunkcija izjave in njene
negacije je protislovje.

O protislovni mnozici izjav govorimo, &e lahko iz te mnoZice izpeljemo protislovje. Enako bi
lahko govorili o protislovni mnofZici, e bi iz nje lahko izpeljali neko izjavo in njeno negacijo.
Pri refevanju naloge smo dokazali, da je A oproda tako, da smo predpostavili nasprotno,
da je A vitez in izpeljali protisiovje (da je A hkrati vitez in oproda). Temu sklepanju
pravimo dokazovanje s protislovjem (latinsko: reductio ad absurdum). Drugi izraz za
tako dokazovanje je indirektni dokaz, saj namesto neposrednega dokaza, da je A oproda,
dokaZemo protislovnost nasprotne izjave.

Izjave " Je vecja od 15.", " Je manjsa od 20." in " Je veckratnik stevila 7." ne morejo biti
hkrati resnitne. Prvi dve sta izpolnjeni pri vrednostih 16, 17, 18 in 19. Toda nobeno od
teh tevil ni vetkratnik 3tevila 7. Hkrati pa sta po dve izjavi iz te trojice hkrati izpolnjivi.
Zato je med trojico vsaj en oproda. Ker pa sta izjavi A-ja in B-ja dopolnjujo&i (Ze pred-
postavimo, da tudi na tem otoku oznatujejo hise z naravnimi tevili), je med dvojico A in
B vsaj en vitez.

Razmislek: lzjave A-ja, B-ja in C-ja ne morejo biti hkrati izpolnjene (resni¢ne). Taki
mno¥ici izjav pravimo, da je nezdruzljiva. Ce je neka mnoZica izjav nezdru¥ljiva, se vseeno
lahko zgodi, da je poljubna njena prava podmnofica izjav zdruzljiva (kompatibilna).

Ce je neka mno¥ica izjav nezdruZljiva, potem lahko izpeljemo iz nje protislovje. Zato taki
mnoZici izjav re¢emo tudi protislovna mnoZica izjav.

MnoZica medseboj kontrarnih izjav je seveda protislovna. Obratno pa ni nujno res.

A je vitez ali oproda.

Recimo, da je A vitez. Potem sta z Zeno oba viteza, ker je res, da sta enakega stanu.
Recimo, da je A oproda. Potem nista enakega stanu in ker je A oproda, je njegova Zena
vitez.
A-jeva ¥ena je torej vitez, ne moremo pa sklepati o A-ju.
Razmislek: Zgoraj smo sklepali takole:

A je vitez ali oproda.

Ce ja A vitez, je A-jeva Zena vitez.

Ce je A oproda, je njegova Zena vitez.

Njegova Zena je vitez.
Tak3nemu sklepanju pravimo dokazovanje z analizo primerov. Najprej imamo neko dopoi-
njujoto mnoZico pogojev (A je vitez, A je oproda). |z vsakega pogoja lahko izpeljemo isto

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

izjavo (Njegova Zena je vitez.) Potem je ta izpeljana izjava resnitna.

Izjava " Vsaj eden od naju jé oproda” je disjunkcija izjav " Jaz sem oproda.” in " Moja
Zena je oproda.” v '

PokaZimo, da A ne more biti oproda. Ce bi bil oproda, bi bilo res, da je med njima vsaj en
oproda. Imeli bi oprodo, ki govori resnico.

A je torej vitez, zato je res, da je med njima vsaj en oproda. Ker pa A ni oproda, mora
biti oproda njegova Zena.

Izjavi A-ja in B-ja sta v tak¥nem odnosu, da iz resnitnosti prve sledi resnitnost druge. Ce
je B star vet kot 15 let, potem je gotovo star vet kot 10 let. Ker je po predpostavki A
vitez, je vitez tudi B.

Ce pa bi bilo dano, da je B vitez, potem o A-jevemu stanu ne bi mogli sklepati niZesar.

Izjava oblike p ali ¢ je resni¢na, e je resni¥na vsaj ena od izjav p oziroma g. Ker je izjava
2 + 2 = 4 resniéna, je A vitez.
Kaj pa, ¢e bi A dejal: 2+ 2 =5 in 2+ 2 = 47 Tedaj bi bil oproda.

Predpostavimo, da je A vitez. Potem je res: " Ce je A vites, je B oproda.” Zato je B
oproda, saj je A vitez.

Pri predpostavki, da je A vitez, smo izpeljali, da je B oproda. Torej je res: " Ce je A vitez,
potem je B oproda.” In ker je A-jeva trditev resnitna, je A vitez. Ker pa je A vitez, je B
oproda.

Izjavi oblike " Ce p, potem ¢." pravimo pogojna izjava. lzjavi p pravimo pogoj, izjavi g
pa posledica. Pogojna izjava je neresnicna samo v primeru, &e je izjava p resni¢na, ¢ pa
neresni¢na.

Pri sklepanju s pogojnimi izjavami pogosto uporabljamo pravilo sklepanja, ki mu re¢emo

modus ponens: 1z"p" in " Ce p, potem ¢" sledi "¢".

Drugo pravilo pa je pravilo uvedbe pogojne povezave: te pri predpostavki "p" izpeljemo
izjavo "¢", potem smo dokazali izjavo " Ce p, potem ¢."

Obe pravili smo uporabili pri sklepanju v nasi nalogi.

izjava: "Ce je B oproda, potem je A vitez', je napatna samo v primeru, e sta oba
oprodi. Ce je A vitez, je B lahko karkoli.

Izjava oblike " Ce g, potem p" je obrat (ali obratna izjava) izjave " Ce p, potem q." |z
zadnjih dveh nalog sklepamo, da izjava in njen obrat nista enakovredni izjavi.

Recimo, da A ni vitez. Potem je njegova izjava napatna, to pa je samo v primeru, &e B
ni oproda, A pa je vitez. To je v protislovju s predpostavko. A je torej vitez. Ker je izjava
" Ce B ni oproda, potem A ni vitez." resni&na, ni res, da B ni oproda. Torej B je oproda.
Dobili smo isti rezultat kot pri nalogi 15. lzjavi " Ce ni ¢, potem ni p." pravimo kontrapozi-
cija izjave " Ce p, potem ¢." Pogojna izjava in njena kontrapozicija sta enakovredni.
Izjavi " Ce ni p, potem ni g." pravimo, da je inverzna k izjavi " Ce p, potem g.". Inverzna
izjava je kontrapozicija obratne izjave in je zato enakovredna obratni izjavi. DokaZi to na
primeru 16. naloge.

Isto kot 16. naloga.




